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CYFROMANIA (3)

Jako pretekst do dalszych rozwazali wezmy nastepujace

Zadanie: Czy potega trójki moze miec kOllcówke

1998-cyfrowa zlozolla z jednakowych cyfr? A z 999

jednakowych grup dwucyfrowych?

Aby odpowiedziec na powyzsze pytania., musimy najpIerW

zrozumiec, jakie grupy cyfr moga byc kOllcówkami poteg

trójki.

Reszty z dzielenia poteg trójki pn~ez 5k zachowuja sie

tak, jak reszty z dzielenia poteg dwójki - tworza ciag
okresowy o okresie 4 . 5k-l i wyczerpuja wszystkie reszty

niepodzielne przez 5. Dochodzi jednak do glosu kwestia
reszt z dzielenia przez 2k, która teraz sie zajmiemy.

byc rozszerzona do koncówki 2-cyfrowej na 5 sposobów

przez dodanie na poczatku jednej z pieciu cyfr parzystych

lub jednej z pieciu cyfr nieparzystych - wynika to

z rozwazenia ciagu reszt z dzielenia przez 20, który ma
okres 4.

Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze przedostatnia cyfra

musi byc we wszystkich 4 przypadkach parzysta.

Odpowiedz na pierwsze pytanie postawione w zadaniu

jest wiec negatywna: ostatnie 2 cyfry potegi trójki sa

zawsze rózne, bo sa róznej parzystosci. Na drugie pytanie

odpowiemy w nastepnym numerze f-limatiasu.
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Zadanie: Dowiesc, ze liczba \/3 - vis - '-/2 jest

niewymierna.

Rozwiazanie: Liczba -.;2 jest niewymierna. Takze liczba

.)3 - vis jest niewymierna, bo gdyby byla wymierna, to

jej kwadrat 3 - vis tez bylby liczba wymierna, a nie jest.

Zatem liczba .)3 - vis --/2 jest niewymierna jako suma
liczb niewymiernych.
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J ak to mozliwe, ze calka z funkcji nieujemnej jest mniejsza
od O?

Rozwiazanie: Bez trudu mozna sprawdzic, ze f jest

ciagla w zerze (zob. wykres), a zatem obliczenie calki
1

J f( x )dx nie powinno nastreczac trudnosci. Poniewaz
-1

f(x) = x2(el/x~Cllx) poza pojedynczym punktem x = O,

po wykonaniu podstawienia t = el/x otrzymujemy
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Niech a > l bedzie liczba nieparzysta. Reszty z dzielenia

a" przez 21 sa równe l, tworza wiec ciag okresowy

o okresie Ol = l. Poniewaz a2 - l dzieli sie przez 23, wiec

ciag reszt z dzielenia a" przez 23 ma okres 2. Najmniejszy

okres 03 moze byc równy l lub 2.

Jesli 03 = l, to takze O2 = l, jesli natomiast 03 = 2, to O2

moze byc równe l lub 2.

Jaki jest najmniejszy okres Ok ciagu reszt z dzielenia a"

przez 2k?

Dla nieparzystych b > l i k :2: 2 zachodzi implikacja

2kllb -l =? 2k+lllb2 -1. Istotnie, skoro 2kllb -l, to 211b + l

i 2k+lll(b - l)(b + l).

Wykorzystujac te zalezuosc otrzymujemy:

Ol = l, O2 jest równe l lub 2. Przy tym uiech 211lao2- l,

gdzie l :2: 2. Wtedy O2 = 03 = ... = Ol on!z Ok+l = 20k

dla k :2: l. W przypa.dku a = 3 mamy Ol = l, O2 = 03 = 2

oraz Ok = 2k-2 dla k :2: 4.

Reszty z dzielenia poteg trójki przez 21998 moga wiec

przyjmowac 21996 wartosci - nietrudno zobaczyc, ze sa to

liczby podzielne przez 8 z reszta l lub 3.
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Zadanie: Obliczyc calke J f( x )dx, gdzie
-1

dla x =I O

dla x = O

(3)

Przejdzmy teraz do przeanalizowania, jakie koncówki moga

miec potegi trójki.

k = 1. Potegi trójki przy dzieleniu przez 51 daja ciag reszt

o okresie 4, a przy dzieleniu przez 21 - ciag o okresie 1.

Okres ciagu reszt z dzielenia przez 101 (czyli kOllcówek

l-cyfrowych) jest najmniejsza wspólna wielokrotnoscia tych

okresów i wynosi 4. Sa wiec 4 mozliwe kOllcówki l-cyfrowe:

1,3,7i9.
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I;; = 2. Okres ciagu koncówek dwucyfrowych wynosi

NWW(20, 2) = 20 i tyle jest mozliwych koncówek,

jakie mog,! miec potegi trójki. Jest ich 5 razy wiecej niz

kOllcówek l-cyfrowych. Kazda kOllcówka l-cyfrowa moze
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Ko,:espondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:

Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu vVroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4,50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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