
Klub 44

Regulamin

Rozwiazanie zadania F 470.
Kazdy zgaduje od razu, ze A to biegun

pólnocny. Nie jest to jednak jedyne
rozwiazanie. Jako punkt A mozna

tez wziac kazdy z punktów pólkuli

poludniowej, który

lezyo 1000 km na pólnoc od

równoleznika majacego dlugosc 1000 km

(szerokosc poludniowa"" 88°34'),
lub 500 km, lub 250 km itd., slowem
1000
-- km dla dowolnej liczby naturalnej nn
(obliczenie ciagu odpowiednich szerokosci

pozostawiamy Czytelnikom).

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

1. Wydzial Matematyki, Informatylci i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial

Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkUl's­

lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym

numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu

opracowanych rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnilciem zostaje sie po przyslaniu rozwiazania

co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania

zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n + 2 (dodawanie

modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1997 uplynal

31 stycznia 1998). Szlcicowe rozwiazania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz

podpisane imieniem i nazwislciem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku

i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych

kopertach, z dopislciem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez róznych

uczestników nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od O do 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy

ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowosc metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen.

Wspólczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru

w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez

wszystkich uczestników za dane zadanie, wówczas otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci

WT = 4 - 3S/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe

punktów równa iloczynowi uzyskanej oceny przez wspólczynnik trudnosci (z zaokragleniem

do dwóch miejsc po przecinku).

11. Niektóre z zadan mozna znalezc (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

z rozwiazaniami w róznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, którzy w takich przypadkach

przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja ocene

maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym zródle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie

(dowód, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego

autorstwa, nalezy podawac zródlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji

uczestnika ligi (tj. osoby, która przyslala juz rozwiazanie jakiegos zadania - por. p. 4),

a dostarczone zostalo wraz z rozwiazaniem (chocby szlcicowym, ale poprawnym, ewentualnie

odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczególnych zadan, obliczone

wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane - oddzielnie dla matematylci i dla fizyki.

Z chwila osiagniecia sumy 44 punktów w jednej z tych dwóch dziedzin uczestnik staje sie
czlonlciem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonIciem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu

brac udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na

poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana

Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalezy przyslac do redakcji Delty kartke

pocztowa (oddzielna dla matematyki i dla fizylci), ofrankowana i zaadresowana do siebie,

ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi

olcienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie talcich kartek nie czesciej niz co lcilka

miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan lcilkunastu zadan.

17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko

uczestnika moze byc wymienione w czolówce z nie zmieniona suma punktów trzykrotnie;

nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w góre.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest omówienie przebiegu konkUl'su,

prezentowane sa w skrócie ciekawsze rozwiazania i uogólnienia oraz oglaszana jest obszerna
czolówka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwosc zmian

regulaminu.
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Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 1998

Zadania z matematyki nr 355, 356

Redaguje Marcin E. KUCZMA

355. Wyznaczyc wszystkie trójki dodatnich liczb calkowitych (p, x, y), w których p jest

liczba pierwsza, spelniajace równanie pX - yP = 1.

356. Dana jest liczba naturalna n oraz trójkat ABC, którego katy sa znane (LA = a,

LB = (3, LC = ,). Punkty D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC, przy czym

IADI = n~l 'IABI, IAEI = n~l ·IACI· Punkty Pl, ... , Pn leza na boku BC, przy

czym IBPII = IPIP21 = ... = IPn-IPnl = IPnCl = n~l ·IBCI· Obliczyc sume

ILDPIEI + ILDP2El + ... + ILDPnEI.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1997

Przypominamy tresc zadan:

347. Funkcje J i g sa ciagle w przedziale (O; 1) i rózniczkowalne w punktach wewnetrznych

tego przedzialu. Dowiesc, ze dla pewnej pary liczb x, y E (O; 1) jest spelniona nierównosc
(j(x) + g(y) + 4xy)2 ;::: 1.

348. Niech n bedzie liczba naturalna. Obliczyc, ile jest liczb (6n )-cyfrowych podzielnych przez 7,

o wszystkich cyfrach nieparzystych (zapis dziesietny).

i=O

6n-1

== 2 L bi . 56n-i = 2 . 5· f(N) == 3f(N).
i:;:::: o

i=O

Zatem N E Ao wtedy i tylko wtedy, gdy f(N) E Bo. Wniosek:

zbiór Ao liczy tyle sarno elementów, co zbiór Bo, czyli

t(56n+ 6).

W arytmetyce (mod 7) marny zwiazki: 36 == 56 == 1 oraz

3i == 56n-i (dla kazdego i). Jesli wiec liczba N E A jest dana

wzorem (1), to

6n-l 6n-l 6n-l

""' . ""' . ""' . 36n - 1N == L.J ai ·3' = L.J (2bi + 1) ·3' = 2 L.J bi ·3' + --2- ==

Okreslona w ten sposób funkcja f jest bijekcja zbioru A na

zbiór B = {O,1, 2, ... , 56n_I}. W zbiorze B jest t(56n-l) + 1

(czyli t(56n+ 6)) liczb podzielnych przez 7; tworza one zbiór

Bo = {M E B: M == O}.

gdzie ai E{I,3,5,7,9}.

348. Niech A bedzie zbiorem liczb postaci

6n-l

N= Lai 'IOi,(1)

i=O

Marny wyznaczyc liczbe elementów zbioru

Ao = {N E A: N == O}; tu i dalej wszystkie kongruencje sa

brane (mod 7). Kazdej liczbie N postaci (1) przyporzadkujmy

liczbe

z której wynika, ze najwieksza z liczb A, -B, -e, D jest nie

mniejsza niz 1. Zatem max{A2, B2, e2, D2} 2: 1, i marny

teze zadania. (Analityczne wlasnosci funkcji f i g, dane

w zalozeniach, nie sa do niczego potrzebne.)

347. Przyjmijmy oznaczenia: f(O) = a, f(l) = b, g(O) = c,

g(l) = d; F(x, y) = f(x) + g(y) + 4xy; F(O,O) = A,

F(O, 1) = B, F(I,O) = e, F(l, 1) = D. Zachodzi równosc

A - B - e + D = (a + c) - (a + d) - (b + c)+ (b + d) + 4 = 4,

6n-l

f(N)= Lbi·56n-I-i, gdzie bi=l(Ui-I)E{0,1,2,3,4}.
i=O

W materialach matematycznej ligi zadaniowej Klubu 44 mamy zanotowane

blisko 600 nazwisk: tyle osób wlaczylo sie do zabawy (tak to nazywajmy

i traktujmy), przysylajac przynajmniej jeden raz rozwiazanie przynajmniej

jednego zadania. Oczywiscie, znaczna wiekszosc uczestników na tym nie

poprzestala, a naj wierniejsi uczestnicza nieprzerwanie od kilkunastu lat.

Zreszta, niekoniecznie "nieprzerwanie". Czasem ktos zniknie z naszego pola

widzenia, zdawaloby sie, ze na dobre, po czym, po latach przerwy, przysle

rozwiazanie jakiegos zadania, które mu szczególnie przypadlo do gustu -

i znów przystepuje do zabawy. Wczesniej uczestniczyl jako uczen lub student,

teraz jako stateczny przedstawiciel zawodu czesto nie majacego nic wspólnego

z matematyka - przysyla listy z innego miasta, a bywa, ze z innego kraju.

To znaczy, ze nie rozstal sie z nami na dobre, ze nadal jest naszym wiernym

czytelnikiem. Wlasnie w minionym roku mielismy kilka takich przypadków

wdziecznego corne back . Bardzo mile sa dla nas te sygnaly pamieci.

Jak co roku, omawiamy ponizej rozwiazania istotnie odmienne (i zwykle

ciekawsze) od naszych "firmowych", a takze znalezione uogólnienia.

Odnotowujemy ponadto te zadania, gdzie poprawne rozwiazania byly bardzo
nieliczne.

Lista uczestników

ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 343 (WT=1,32) i 344 (WT=2,65)
z numeru 6/1997

Witold Bednorz 46,82
Przemyslaw Gad'Zinski - 5- 45,35

Tomasz Rawlik - 3- 43,46
Adam Czornik - 2- 41,29

Krzysztof Zapisek 41,22

Maciej Mostowski 38,72
Tadeusz Józefczyk - 2- 38,10

Konrad Patkowski 36,27
Tomasz K ulpa. - 1- 34,45
Zbigniew Galias - 1- 32,14

Witold Bednarek 30,43
Bogumila Piotrowska. 29,86

Zbigniew Skalik 26,19
Andrzej Dudek 26,04

Wojciech Maciak 25,46

Jan Ciach - 5- 24,98
Adam Jóiwik 21,30
Janusz Olszewski - 3- 24,18

Kazimierz Serbin - 3- 23,34
Piotr Kumor - 3- 22,96
Artur Arciszewski 21,98

Michal Lewandowski 21,69
Rafal Piku!a 21,35
Marcin Sawicki 21,20

Zbigniew Sewartowski 21,13
Mieczyslaw Jedrzejowski - 21,10
Bartosz Putrycz 20,31

Legenda (przykladowo): stan konta 3-22,96
oznacza, ze uczestnik juz trzykrotnie

zdobyl 44 punkty, a w kolejnej (czwartej)
rundzie ma 22,96 punktów.
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Zadanie 328. [Z - zbiór plaski; V P E Z: #{Q E Z: jPQI = r} = 2,1, O odpowiednio

dla r < 1, r = 1, r > 1; czy Z musi byc okregiem?] (wspólczynnik trudnosci

WT=3,23; liczba poprawnych rozwiazan LP R=2). M. Mostowski skonstruowal ten

sam kontrprzyklad, co w rozwiazaniu firmowym. P. Gadzinski wykazal, ze polówke

dowolnej elipsy majacej dostatecznie maly mimosród mozna uzupelnic do gladkiej

krzywej zamknietej Z o postulowanej wlasnosci.

2n

Zadanie 338. [Dowiesc, ze I:(_l)kCkn)kn = O](WT=1,97; LPR=15). Przedstawiono
k=O

wiele dowodów tej nietrudnej tozsamosci: rózniczkowanie funkcji (eX - l?n (jak

w rozwiazaniu firmowym); rózne dowody indukcyjne; argumenty kombinatoryczne.

Kazda z zastosowanych metod (takze i ta z rozwiazania firmowego) daje po niewielkiej
N

modyfikacji rezultat nieco ogólniejszy: I:(_l)k (~) kn = O,jesli N > n; zwrócili na to

uwage prawie wszyscy rozwiazujacy. k=O

[Wynik ten uzyskal juz L. Euler (Novi Comm. Ac. Petrop. 13 (1768), 28-30).]

n-l

Zadanie 330. [Liczba N = II(2n - 21) dzieli sie przez n!] (WT=2,17; LP R=12).
1=0

Efektowny dowód algebraiczno-kombinatoryczny (nie odwolujacy sie do zadnych

faktów z teorii liczb) przedstawila Monika Walkowiak: N jest liczba wszystkich
macierzy nieosobliwych n x n nad cialem dwuelementowym; wynika to stad, ze gdy

j poczatkowych wierszy takiej macierzy zostalo juz wybrane, wówczas jest dokladnie

2n - 21 mozliwosci wyboru kolejnego wiersza, który bylby od nich liniowo niezalezny.

Macierze zlozone z tych samych wierszy (z dokladnoscia do ich permutacji) mozna
uwazac za równowazne, a kazda klasa równowaznosci ma moc n! ; stad teza.

(~)kn+2(n + 1 n)< n+2-n+l
k=n+l

.0

1 (n + l)n 1 ( n )n=n+l n+2 -; n+l

a otrzymana róznica jest ujemna, co wynika z nierównosci Bernoulliego

(1 + o5)n > 1 + no5 dla 8 = -(n + 1)-2. ("Elementarne, Watsonie" .)

Zadanie 335. [6ABC: pole S, obwód 2p; K E AB, L E AC; lAKI = k, lALI = l;

S' = pole 6AK L; prosta K L przechodzi przez srodek kola wpisanego w 6ABC wtedy

i tylko wtedy, gdy 2pS' = (k + l)S] (WT=1,27; LPR=25). Rozwiazanie firmowe

bylo niepotrzebnie skomplikowane (rachunek na wektorach!). Przyslane rozwiazania

sa w wiekszosci znacznie prostsze: niech P bedzie punktem przeciecia prostej K L

z dwusieczna kata A i niech d bedzie odlegloscia punktu P od prostych AB i AC;

wówczas 2S' = (k + l)d, wiec

2pS' = (k + l)S ~ S = pd ~ d = promien kola wpisanego ~

~ p = srodek kola wpisanego.

00 k

Zadanie 334. [Ciag o wyrazach Sn = ""' ~k (_n_) jest zbiezny] (WT=3,28;L...-n+ n+l
k=O

LP R=2). W rozwiazaniu firmowym (bedacym adaptacja rozwiazania podanego

przez M. Kasperskiego, autora zadania) zostalo wykazane, ze granica ciagu (Sn)
l

jest równa 1 - f el-l/Ydy. P. Gadzinski otrzymuje wynik w postaci innej calki:
o

00

lim Sn = f(1 + x)-le-Xdx, porównujac liczby Sn z sumami Riemanna tej calki na
o

ograniczonych przedzialach. (Sprawdzenie, ze uzyskane wyniki sa równe, nie jest

latwe!) W kazdej z tych metod korzysta sie, jawnie lub milczaco, z niebanalnych faktów

z "uniwersyteckiej" analizy matematycznej. Na uwage zasluguje wiec znacznie prostsze
rozwiazanie, które podal W. Bednarek:

Poniewaz Sn = EnTn, gdzie En = (n ~ 1) n -t e, Tn = f~(n: 1) k, wystarczy
k=n

wykazac, ze ciag (Tn) jest malejacy - stad wyniknie jego zbieznosc, a tym samym

równiez zbieznosc ciagu (Sn). Nierównosc bk - ak < (b - a)kbk-l (zachodzaca dla liczb

dodatnich a < b) daje oszacowanie

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M

(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk

figurujacych na liscie powyzej):

"dwukrotni" :

Z. Bartoid, P. Jedrzejewicz, M. Kasperski,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Pióro,

S. Solecki, J. Witkowski, G. Zakrzewski;

fljednokrotnill :

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerni akowska, B. Dyda, P. Figurny,

M. Fiszer, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

P. Kubit, A. Langer, R. Latala,

P. Lipinski, P Lizak, J. Lazuka,

J. Mandziuk, M. Marczak, M. Matlega,

R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,

J. Milczarek, R. Mitraszewski,

W. Olszewski, W. Pompe, M. Roman,

M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy,

A. Smolczyk, Z. Surduka, T. Szymczyk,

W. Szymczyk, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawislawski, P. Zmijewski.

Zestawienie obejmuje wszystkich

uczestników ligi, którzy spelniaja

nastepujace dwa warunki:

- stan ich konta (w aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej

20 punktów;

- przyslali rozwiazanie co najmniej

jednego zadania z rocznika 1995, 1996
lub 1997.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych

uczestników, którzy rozstali sie z liga trzy

lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli

ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrócic

do naszych matematycznych lamiglówek,

jego nazwisko automatycznie wróci na

liste. Serdecznie zapraszamy'

Dwóch uczestników w tej rundzie

przekroczylo próg 44 punktów:

W. Bednorz - po raz pierwszy, a Weteran

P. Gadzinski - po raz szósty(').

A

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci

uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik, M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,

P. Kumor, P. Gadzinski (6), K. Jedziniak,

J. Olszewski, L. Skrzypek (4),

H. Kornacki, T. Wietecha

(jesli uczestnik przekroczyl bariere 44

punktów wiecej niz trzy razy, sygnalizuje

to cyfra w nawiasie).

c
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gdzie

Calkiem odmienne, intrygujace oryginalnoscia pomyslu rozwiazanie przyslala Paulina

Domagaiska: niech (an) bedzie ciagiem nierosnacym (ao = 1), dla którego szereg

I: bn o wyrazach bn = a~/ an+l jest zbiezny; wówczas takze szereg I: an jest zbiezny

(kryterium porównawcze: bn 2: an). Niech Sn = ao + ... + an, Wn = bo + ... + bn;

Sn -t S, Wn -t w. Ustalmy n. Srednia arytmetyczna wazona liczb Ci = aii+l

(i = O, ... , n) branych odpowiednio z wagami Pi = ai/ Sn jest nie mniejsza niz

srednia harmoniczna tych liczb (z tymi samymi wagami): I:PiCi 2: (I:PiC;l)-l. Ta
nierównosc po prostym przeksztalceniu przybiera postac:

S2 S2

Wn 2: n ; w granicy: w 2: -- 2: 4;
Sn+l - 1 s-l

ostatnia nierównosc (S2 2: 4s - 4, czyli (s - 2f 2: O) jest oczywista. Dla an = 2-n
mamy w = 4, wiec inf A = 4. Ladne!

n 2

====* L~ 2: 2<>n ao,. ai+l
t=O

lemat latwo udowodnic przez indukcje. Zatem suma kazdego z rozpatrywanych

szeregów (z ao = 1) jest 2: 4; ciag an = 2-n generuje sume równa 4, wiec inf A = 4.

Autorzy rozwiazan ta metoda zwrócili uwage, ze zadanie jest prawie identyczne

z jednym z zadan z XXIII Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej, a cytowany

lemat mozna znalezc w opracowaniach zadan z owej olimpiady ...

00

Zadanie 344. [A = { I: a~/ an+l: 1 = ao 2: al 2: a2 2: ... > O}; inf A =?] (WT=2,65;
n:::: Q

LP R=6). P. Gadzinski oraz P. Zmijewski przyslali rozwiazania nie rózniace sie

istotnie od firmowego. W. Bednarek, W. Bednorz oraz P. Kumor przyslali

rozwiazania oparte na lemacie:

Zadanie 342. [Wieloscian, który nie zawiera czworoscianu o objetosci 1, jest zawarty

w czworoscianie o objetosci < 8] (WT=2,94; LPR=4). Uczestnicy ligi zostali tu

(przez omylke, nie celowo) "wpuszczeni w maliny": teza nie jest prawdziwa! (Staje

sie prawdziwa, gdy liczbe 8 zastapic przez 27 - ale to juz inne zadanie; komentarz

w numerze 9/1997.) Blad zauwazyli: W. Bednorz, P. Gadzinski, P. KumOl",
T.Rawlik.

Rozszerzona czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po 241 zadaniach

Lista obejmuje uczestników, którzy

przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z roczników 1995-1997 oraz

maja w biezacej rundzie na swoim koncie

co najmniej 7 punktów. Jedynka przed

kreska wskazuje, ze uczestnik zdobyl juz

raz 44 punkty i obecnie wykonuje drugie

okrazenie.

Pozostali czlonkowie Klubu 44F

(alfabetycznie; liczby w nawiasach

oznaczaja wielokrotnosc przekroczenia

44 punktów):

P. Bala (3), A. Borowski (1),

A. Gluza (1), P. Gworys (3),

W. Kacprzak (1), J. Lipkowski (2),

D. Lipniacki (3), B. Mikielewicz (1),

L. Motyka (l), R. Musial (1),

P. Perkowski (2), T. Rawlik (1),

R Repucha (1), A. Sikorski (3),

J. Stelmach (1), A. Surma (3),

L. Szalast (1), P. Wach (1),

T. Wietecha (2).

Przemyslaw Gadzinski - Sroda Sl~ska.
Zbigniew Galias - Kraków
Dariusz Wilk - Rzeszów
Jaroslaw Lazuka - Warszawa.

Andrzej Nowogrodzki - Chocianów
Andrzej Idzik - Boleslawiec

Artur Gawryszczak - Dubeczno
Jacek Konieczny - Poznan
Ryszard Zimny - Zychlin

39,32
36,75

25,57
1- 21,27

1- 17,37
1- 17,05

1- 16,69
8,47

7,40

Oto najwazniejsze uwagi nasuwajace sie przy lekturze listów naszych

Czytelników:

Zadanie 223. [Równowaga wzgledem przechylu róznych plywajacych bryl]

(wspólczynnik trudnosci WT=3,28, liczba poprawnych rozwiazan LPR=l).

Bezbledne rozwiazanie punktu b (równowaga pionowego walca) podal p. A. Idzik.
Jak sie okazalo, do wyniku podanego w Delcie 1/1997 wkradla sie pomylka

(zamiast prawidlowej liczby 2 pod pierwiastkiem jest 6). W liscie innego Czytelnika

przeczytalem: "Aby prostopadloscian znajdowal sie w stanie równowagi trwalej, jego

energia potencjalna przy wychyleniu powinna wzrosnac". W rzeczywistosci wzrosnac

powinna laczna energia potencjalna bryly i cieczy; analiza minimum tej lacznej energii

byla alternatywna wobec "wzorcowej" metoda rozwiazania.

Zadanie 234. [Po jakim czasie spadnie kuleczka wosku, gdy bryle metalu

ogrzewac z drugiego konca?] (WT=3,57, LP R=O). Fizyczne warunki zadania byly

niedoprecyzowane, co spowodowalo pewne zamieszanie. Jeden z Czytelników przyjal

zalozenie o jednakowej temperaturze metalu i wprowadzil dodatkowa stala opisujaca

przekazywanie ciepla od plomienia do metalu. Takie rozwiazanie mogloby byc

poprawne tylko przy niewielkich rozmiarach bryly i jej bardzo dobrym przewodnictwie

(zostalo ocenione na 0,5). Nieco nizsza ocene (0,3) uzyskalo rozwiazanie oparte na

dziwacznym zalozeniu, ze cieplo jest przekazywane tylko na grzanie wosku.

Zadanie 235. [Krystalizacja w goracym roztworze cukru na skutek dolania zimnej

wody] (WT=1,15, LPR=4). Wyniki liczbowe uzyskane przez pp. P. Gadzinskiego,
A. Idzika, J. Lazuke i A. Nowogrodzkiego dosc znacznie sie róznia miedzy soba,

a takze od wyniku "wzorcowego", co nalezy przypisac trudnosciom przy precyzyjnym

nakresleniu na wykresie stycznej lub siecznej, ewentualnie takze przesunieciu koloru na

stronie naszego czasopisma.
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Zadania z fizyki nr 252, 253

Redaguje Jerzy B. BROJAN

252. Jednorodny wydrazony walec o wewnetrznym promieniu c i zewnetrznym d stoi

na poziomej powierzchni, a do jego srodka wlozono dwie gladkie kule A i B (rys. l)

o masach mA i mB oraz promieniach a i b, przy czym a < b, c < a + b.

a) Obliczyc minimalna mase walca, przy której sie on nie przewróci.

b) Do walca wlozono trzecia kule C, identyczna z A. Biorac pod uwage oba mozliwe

polozenia tej kuli (zob. rysunek; zakladamy, ze A i C sie nie zetkna), obliczyc
minimalna mase walca m, przy której sie on nie przewróci.

c ,-I / '-., '
",,'"_ •.• I ', I

\ \
I ' 1

I '

253. Jak wiadomo, dla gazów skladajacych sie z czasteczek jednoatomowych

cieplo molowe w stalej objetosci Cv jest w przyblizeniu równe (3/2)R, natomiast

dla gazów dwuatomowych Cv ~ (5/2)R. Przyblizenie to nie jest jednak dobre

w temperaturach bardzo niskich, gdyz wtedy obroty czasteczek ulegaja "zamrozeniu"

i pozostaja tylko ruchy wzdluz trzech osi przestrzennych, co odpowiada Cv ~ (3/2)R

(niezaleznie od liczby atomów w czasteczce). Przyjmijmy wiec dla uproszczenia,

ze gaz jest doskonaly (scisle spelnia równanie pV = nRT), a wartosc Cv wynosi

(3/2)R ponizej pewnej nieznanej temperatury T' i (5/2)R powyzej tej temperatury.

Stwierdzono, ze gdy rozpoczynajac od pewnej objetosci Vo i cisnienia po ogrzano ten

gaz izochorycznie zwiekszajac cisnienie do 3po, po czym rozprezono adiabatycznie do

poczatkowej wartosci cisnienia, objetosc okazala sie równa 2Vó; powracajac do punktu

poczatkowego na drodze przemiany izobarycznej zamykamy cykl. Obliczyc sprawnosc

tego cyklu (podac wartosc liczbowa).

Rys. 1

A

,II

g,

IB

C

~
I

D

®
Rys. 2

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1997

Przypominamy tresc zadan:

244. Zródlo dzwieku harmonicznego o stalej czestotliwosci Jo spada pionowo z przyspieszeniem

g = 9,8 m/s' i w chwili to mija z predkoscia Vo nieruchomy mikrofon, który o t = 5 s wczesniej

odebral dzwiek o czestotliwosci ft = 1200 Hz, a o t pózniej (w chwili "symetrycznej" wzgledem to)

odebral dzwiek o czestotliwosci h = 800 Hz. Obliczyc Jo i vo. Predkosc dzwieku w powietrzu jest
równa c = 340 m/s.

245. W przedstawionym obwodzie (rys. 2) zaróweczki sa jednakowe. Jak zareaguja (i czy zareaguja)
na zamkniecie klucza?

i analogicznie

245. Przed otwarciem klucza przez kazda z zaróweczek A i B plynal prad mniejszy niz

przez C, a zatem i napiecie na nich bylo mniejsze. Przy danej na rysunku biegunowosci

zródla napiecia oznacza to, ze potencjal gó~nego bieguna klucza (wezla ABC) byl wyzszy od

potencjalu dolnego bieguna (wezla DE). Przez zamkniety klucz prad poplynie wiec w dól,

a to z kolei spowoduje - jak wynika z praw Kirchhoffa - przygasniecie zaróweczek C i D,

a rozjarzenie zaróweczek A, B i E.

T = 2gt
c '

f{ + fi

<p= ~f2'fI - 2

gdzie:

244. Oznaczmy czas lotu zródla dzwieku od wyslania pierwszego sygnalu (odebranego przez

mikrofon w chwili to - t) do miniecia mikrofonu przez tl, a od miniecia mikrofonu do wyslania

drugiego sygnalu - przez t2. W ciagu czasu tl zródlo obnizy sie o odcinek hl, gdzie

l 2

hl = votl - -gtl = C(tl - t).
2

Rozwiazujac równanie kwadratowe znajdujemy

tl = ~ (-(c - vo) + vI(c - vo)2 + 2gct)

t2 = ~ (-(c + vo) + vI(c + vo)2 + 2gct) .

W chwili wyslania pierwszego sygnalu zródlo porusza sie z predkoscia Vo - gtl , a w chwili

wyslania drugiego - z predkoscia Vo + gt2' Ze wzorów na zjawisko Dopplera mamy
c c

h=fo----, 12=fo----
c - Vo+ gtl c + Vo+ gt2

Przeksztalcenia algebraiczne prowadza do rozwiazania

fo = 2h12 (VO.
vlf{ - fi V-;;

Podstawiajac dane obliczamy Vo= 88,7 m/s, fo = 1096 Hz.
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