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Rozwigzanie zadania F 470.

Kazdy zgaduje od razu, ze A to biegun
pdlnocny. Nie jest to jednak jedyne
rozwiazanie. Jako punkt A mozna

tez wziac kazdy z punktéw pdtkuli
poludniowej, ktéry

lezy o 1000 km na pdélnoc od
rownoleznika majacego dlugosé 1000 km

(szerokoéé poludniowa a2 88°34'),

lub 500 km, lub 250 km itd., slowem
1000

km dla dowolnej liczby naturalnej n
n

(obliczenie ciagu odpowiednich szerokosci
pozostawiamy Czytelnikom)

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs —
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesigczniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opracowanych rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje si¢ po przyslaniu rozwiagzania
co najmniej jednego zadania. .

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybraé¢ dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylaé do korica miesiaca n + 2 (dodawanie
modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11 /1997 uplynal
31 stycznia 1998). Szkicowe rozwiazania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez réznych
uczestnikéw nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od 0 do 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosé merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowosé metody i1 elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspdlczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen.
Wspélczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numern
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez
wszystkich uczestnikéw za dane zadanie, wéwezas otrzymuje ono wspdélczynnik trudnosci
WT = 4 — 35/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przez wspélczynnik trudnosci (z zaokragleniem
do dwdéch miejsc po przecinku).

11. Niektdre z zadan mozna znalez¢ (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

7 rozwiazaniami w réznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, ktérzy w takich przypadkach
przysla zamiast wlasnego rozw:qzama dokladny odsylacz do literatury, otreymaja oceng
maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym Zrddle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dowdd, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalezy podawaé Zrédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra przyslala juz rozwiazanie jakiegos zadania — por. p. 4),

a dostarczone zostalo wraz z rozwiazaniem (choéby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje oceng maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczegdlnych zadan, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.

7 chwila osiagniecia sumy 44 punktéw w jednej z tych dwdch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktdw (i zostanin czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu
braé¢ udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktéw ponad wartosé 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana
Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskaé¢ informacje o swoich wynikach, nalezy przysla¢ do redakcji Delty kartke
pocztows (oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylame takich kartek nie czesciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czoléwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze by¢ wymienione w czoléwce z nie zmieniona suma punktéw trzykrotnie;
nastepny raz ukaze si¢ wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w gére.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest oméwienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrécie ciekawsze rozwiazania i uogdlnienia oraz oglaszana jest obszerna
czoléwka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwoéé zmian
regulaminu.
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Zadania z matematyki nr 355, 356

Redaguje Marcin E. KUCZMA
® - 355. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki dodatnich liczb catkowitych (p, z,y), w ktérych p jest

liczba pierwsza, spelniajace réwnanie p* — y* = 1.

356. Dana jest liczba naturalna n oraz tréjkat ABC, ktérego katy sa znane (LA = a,
£B =f, ZC = ). Punkty D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC, przy czym

|AD| = an -|AB|, |AE|= an - |AC|. Punkty Pi,..., P, leza na boku BC, przy
; : czym |BPy| = |PiP;| = ... = |Paoa Po| = |PrC| = an -|BC|. Obliczyé sume
Termin nadsytania rozwiazan:
30 IV 1998 |£LDPLE| + |£ZDPE| + ...+ |£ZDP,E|.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/1997

Przypominamy tres$é zadan:

347. Funkcje f i g sa ciagle w przedziale (0;1) i rézniczkowalne w punktach wewnetrznych

tego przedzialu. Dowiesé, ze dla pewnej pary liczb #, y € (0;1) jest spelniona nieréwnosé

(f(z) + g(y) + 4zy)? > 1.

348. Niech n bedzie liczbg naturalng. Obliczyé, ile jest liczb (6n)-cyfrowych podzielnych przez 7,

o wszystkich cyfrach nieparzystych (zapis dziesietny).

347. Przyjmijmy oznaczenia: f(0) =a, f(1) =05, g(0)=c, Okreélona w ten sposéb funkcja f jest bijekcja zbioru A na
g(1) =d; F(z,y) = f(z)+ g(y) + 4zy; F(0,0) = A, zbiér B = {0,1,2,...,5°"—1}. W zbiorze B jest %(55"—-1) +1
F(0,1) = B, F(1,0) =C, F(1,1) = D. Zachodzi réwnoéé¢ (czyli £(5°7+ 6) ) liczb podzielnych przez 7; tworza one zbidr
A-B-C+D=(a+c)—(a+d)—(b+c)+ (b+d)+4=4, By ={M € B: M =0}.
z ktorej wynika, ze najwieksza z liceb A, —B, —C, D jest nie W arytmetyce (mod 7) mamy zwiazki: 3° = 5% = 1 oraz
mniejsza niz 1. Zatem max{A?, B%2,C? D?} > 1, i mamy 3t = 5fn—s (dla kazdego 1). Jedli wiec liceba N € A jest dana
teze zadania. (Analityczne wlasnosci funkeji f i g, dane wzorem (1), to
w zalozeniach, nie sa do niczego potrzebne.) 6n—1 Bn—1 Bn—1 268 g
N= a; -3 = 2b; +1)-3* =2 bi 3 4 —— =
348, Niech A bedzie zbiorem liczb postaci ; : Z - ) ; . 2
fn—1 i =
3 En=1
o . i ok ;
(1) N_Za,.m, gdzie a; € {1,3,5,7,9). E‘ZZbg-Ssn_‘:2-5-f(N)53f(N)‘
= ‘
=0

Mamy wyznaczy¢ liczbe elementdw zbioru
Ag = {N € A: N = 0}; tu i dalej wszystkie kongruencje sa
brane (mod 7). Kazdej liczbie N postaci (1) przyporzadkujmy

1l/e6
liczbe adie i
6n—1
SN =) b 51 gdaie by = L(ai— 1) €{0,1,2,3,4}.
=0

W materialach matematycznej ligi zadaniowej Klubu 44 mamy zanotowane
blisko 600 nazwisk: tyle oséb wlaczyto sie do zabawy (tak to nazywajmy

i traktujmy), przysylajac przynajmniej jeden raz rozwiazanie przynajmniej
Jjednego zadania. Oczywiscie, znaczna wiekszo$é uczestnikéw na tym nie
poprzestala, a najwierniejsi uczestnicza nieprzerwanie od kilkunastu lat.
Zreszta, niekoniecznie ,nieprzerwanie”. Czasem kto$ zniknie z naszego pola
widzenia, zdawaloby sie, Ze na dobre, po czym, po latach przerwy, przyéle
rozwiazanie jakiego$ zadania, ktére mu szczegdlnie przypadto do gustu —

i znéw przystepuje do zabawy. Wezesniej uczestniczyt jako uczen lub student,
teraz jako stateczny przedstawiciel zawodu czesto nie majacego nic wspélnego
z matematyka — przysyla listy z innego miasta, a bywa, ze z innego kraju.

To znaczy, ze nie rozstal sie z nami na dobre, ze nadal jest naszym wiernym
czytelnikiem. Wiaénie w minionym roku mieli$my kilka takich przypadkéw
wdzigeznego come back. Bardzo mile sa dla nas te sygnaly pamieci.

Jak co roku, omawiamy ponizej rozwiazania istotnie odmienne (i zwykle
ciekawsze) od naszych ,firmowych”, a takze znalezione uogdlnienia.
Odnotowujemy ponadto te zadania, gdzie poprawne rozwiazania byty bardzo
nieliczne.

12

Zatem N € Ag wtedy i tylko wtedy, gdy f(N) € Byg. Wniosek:
zbidr Ag liczy tyle samo elementdéw, co zbidr By, czyli

Lista uczestnikéw
ligi zadaniowe] Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 343 (WT'=1,32) i 344 (WT=2,65)
z numeru 61997

Witold Bednorz = 46,82
FPrzemyslaw Gadzinski =~ 5. 45,35
Tomasz Rawlik = 3-43,46
Adam Czornik - 2-41,29
Kraysztof Zapisek - 41,22
Maciej Mostowski - 38,72
Tadeusz Jozefczyk — 2-38,10
Konrad Patkowski - 36,27
Tomasz Kulpa = 1-34,45
Zbigniew Galias - 1-32,14
Witold Bednarek - 30,43
Bogumila Piotrowska = 29,86
Zbigniew Skalik - 26,19
Andrzej Dudek - 26,04
Wojciech Maciak - 25,46
Jan Ciach - 5-24,98
Adam Jaiwik - 24,30
Janusz Olszewski — 3-24,18
Kazimierz Serbin - 3-23,34
Piotr Kumaor - 3-22,96
Artur Arciszewski = 21,98
Michat Lewandowski 21,69
Rafal Pikula - 21,35
Marcin Sawicki = 21,20
Zbigniew Sewartowski - 21,13
Mieczyslaw Jedrzejowski - 21,10
Bartosz Putirycez - 20,31

Legenda (przykladowo): stan konta 3-22 96
oznacza, Ze uczestnik juz trzykrotnie
zdobyl 44 punkty, a w kolejnej (cawartej)
rundzie ma 22,96 punktéw.



Dwéch uczestnikéw w tej rundazie Zadanie 328. [Z - zbidr plaski; V P € Z: #{Q € Z: |PQ| =r} = 2, 1, 0 odpowiednio
praekroczylo prég 44 punktéw: dlar <1, r=1, r > 1; czy Z musi by¢ okregiem?] (wspdlczynnik trudnosci
Ev(?:;;g:;_p:or::zilze;;:?g)a Wretah WT=3,23; liczba poprawnych rozwiazaii LPR=2). M. Mostowski skonstruowal ten

sam kontrprzyklad, co w rozwiazaniu firmowym. P. Gadzinski wykazal, 7ze poléwke
dowolnej elipsy majacej dostatecznie maly mimosréd mozna uzupetni¢ do gladkiej
krzywej zamknietej Z o postulowanej whasnosci.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastgpujgce dwa warunki:

- stan ich konta (w aktualnie n—1

wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej Zadanie 330. [Liczba N = H[zn — 27) daieli si¢ przez n!] (WT=2,17; LPR=12).
20 punktdw;

: 7 . 2 @i 1=0
— przystali rozwigzanie co najmniej ; e = o : . 2
{ertinage: sudsuin & vocmiks $095; 1908 Efek'towny dc??vc‘ud a.lgebra.lczno-.komblna.to,oryczny [me. odwoluq@cy sig do za.dnycl}
lub 1997. faktow z teorii liczb) przedstawila Monika Walkowiak: N jest liczba wszystkich
Nie drukujemy wiec nazwisk tych macierzy nieosobliwych n x n nad cialem dwuelementowym; wynika to stad, ze gdy

uczestnikéw, ktdray rozstali sig z liga trzy  § poczatkowych wierszy takiej macierzy zostalo juz wybrane, wéwczas jest dokladnie
lata temu (lub dawniej); oczywiscie Jesli  gn _ 95 mojliwodci wyborn kolejnego wiersza, ktéry bylby od nich liniowo niezaleiny.
ktokolwiek z nich zdecyduje sig wrdcié N 4 g i 3 G :

do naszych matematycznych tamigtéwek, Macierze zlozone z tych sam?(ch wierszy (z dokl.adno‘saq do ich permutacji) mozna
jego nazwisko automatycznie wréci na uwazaé za réwnowazne, a kazda klasa réwnowaznosci ma moc n!; stad teza.

liste. Serdecznie zapraszamy!

[++]
3 3 1 L et
Weterani Klubu 44 M (w kolejnoéci Zadanie 334. [Ciag o wyrazach S, = Z r ( = ) jest zbiezny] (WT=3,28;
uzyskiwania statusu Weterana): k=0 n+ n+1
J. Janowicz (8), P. Kaminski (5), LPR=2). W rozwiagzaniu firmowym (bedacym adaptacja rozwiazania podanego

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
T. Rawlik, M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,

przez M. Kasperskiego, autora zadania) zostalo wykazane, ze granica ciagu (Sn)

1
jest réwna 1 — fel_l“s"dy. P. Gadzinski otrzymuje wynik w postaci innej catki:

P. Kumor, P. Gadziiiski (6), K. Jedziniak, I

J. Olszewski, L. Skrzypek (4), lim S, = f(l + z)"'e"*dz, poréwnujac liczby Sn 2z sumami Riemanna tej catki na
H. Kornacki, T. Wietecha )

(jesli uczestnik przekroczyl barierg 44 ograniczonych przedzialach. (Sprawdzenie, ze uzyskane wyniki sa réwne, nie jest

punktéw wiecej niz trzy razy, sygnalizuje

Bl latwe!) W kazdej z tych metod korzysta sie, jawnie lub milczaco, z niebanalnych faktéw
to cyfra w nawiasie).

z ,uniwersyteckiej” analizy matematycznej. Na uwage zasluguje wigc znacznie prostsze

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M rozwiazanie, ktére podal W. Bednarek:
(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk L YD oo 1 5 k
figurujacych na liscie powyzej): Poniewaz Sp, = EnTh, gdzie E, = ( ) —e T, = E = ( ) , wystarczy
ydwukrotni”: n = k\n+41
& Barioid, P.'.‘:lt?dI'JEJEWICZ, M. Haspacsid, wykazaé, ze ciag (Ty) jest malejacy — stad wyniknie jego zbieznosé, a tym samym
H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza, Soertion sbisinnbl o S Nierd se b* k b kb~ hod dla Ticzh
D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mikuta, LOWIIEZ ZDICZN0SC CIALY (Sn). b <(b-a) (zachodzaca dla licz
E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Piéro, dodatnich a < b) daje oszacowanie
5. Solecki, J. Witkowski, G. Zakrzewski; oo

- dnokrotni®: 1|/n+1\* n \* 1 n \"
pJednokrotm™ : Tﬂ+1 _T = Z = — s B <
T. Biegariski, W. Boratynski, . k n+2 n+1 n\n+1

=n+1

M. Czerniakowska, B. Dyda, P. Figurny,

M. Fiszeil", L. Gasir‘:sk'i‘ A Glluza.J i i oo n41\* 1 = A
T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy, < 2 = =
mn

J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz, n+2 n+1 Flmikl n+2 n+1
P. Kubit, A. Langer, R. Latala,

P. Lipitiski, P. Lizak, J. Eazuka, ! (“ + l)ﬂ Aok ( » )“,

J. Mandziuk, M. Marczak, M. Matlega, n+1\n+2 nAn+1

R. Mazurek, H. Mikotajezak, M. Mikucki, 3 otrzymana réznica jest ujemna, co wynika z nieréwnosci Bernoulliego

J. Milczarek, R. Mitraszewski, n - -2 El ¢ Wat )
W. Ohasnaks, W. Pombe. M. Roxii (1+8)">1+nédlasé (n+1)7°. (,Elementarne, Watsonie”.)

M. R"—"kie""i“"'s A Ruszel, J. Siwy, Zadanie 335. [AABC: pole S, obwéd 2p; K € AB, L € AC; |AK|=Fk, |AL| =1
A. Smoleayk, 7. Surduka, T. Szymezyk, — gr _ 1010 AAK L; prosta K L przechodzi przez érodek kola wpisanego w AABC wtedy
W. Szymezyk, K. Trautman, P. Wach, i ’ . P 5 g
K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus, 1 tylko wtedy, gd:y 2p5' = .(k +1)S] (WT=1,27; LPR=25). Rozwiazanie flrrnlowe :
K. Zawistawski, P. Zmijewski. bylo niepotrzebnie skomplikowane (rachunek na wektorach!). Przysltane rozwiazania
sa w wiekszoéci znacznie prostsze: niech P bedzie punktem przeciecia prostej K L
z dwusieczna kata A i niech d bedzie odlegloscia punktu P od prostych AB i AC,
wéwczas 25" = (k + 1)d, wiec

2pS' = (k+1)S <= S =pd + d = promiei kola wpisanego <=

<= P = érodek kola wpisanego.

2n
Zadanie 338. [Dowies¢, ze Y (—=1)* (37)k™ = 0] (WT'=1,97; LPR=15). Przedstawiono
k=0

wiele dowodéw tej nietrudnej tozsamosci: rézniczkowanie funkcji (e* — 1)*" (jak
w rozwiazaniu firmowym); rézne dowody indukcyjne; argumenty kombinatoryczne.
Kazda z zastosowanych metod (takze i ta z rozwiazania firmowego) daje po niewielkiej

N
modyfikacji rezultat nieco ogdlniejszy: (—l)k(f) k™ =0, jesli N > n; zwrécili na to
uwage prawie wszyscy rozwiazujacy. <=0

[Wynik ten uzyskal juz L. Euler (Novi Comm. Ac. Petrop. 13 (1768), 28-30).]
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Zadanie 342. [Wielodcian, ktéry nie zawiera czworoscianu o objetosci 1, jest zawarty
w czworoscianie o objetodci < 8] (WT'=2,94; LPR=4). Uczestnicy ligi zostali tu
(przez omylke, nie celowo) ,wpuszczeni w maliny”: teza nie jest prawdziwa! (Staje
sie prawdziwa, gdy liczbe 8 zastapi¢ przez 27 — ale to juz inne zadanie; komentarz

w numerze 9/1997.) Blad zauwazyli: W. Bednorz, P. Gadzinski, P. Kumor,

T. Rawlik.

0
Zadanie 344. [A={ Y a?/ant1: 1 =ao > a1 > a2 > ... > 0}; inf A =7] (WT'=2,65;
n=0
LPR=6). P. Gadzinski oraz P. Zmijewski przyslali rozwiazania nie rézniace sie
istotnie od firmowego. W. Bednarek, W. Bednorz oraz P. Kumor prayslali
rozwigzania oparte na lemacie:

T

60> 61 S 2a B0 = ¥
=0 i
lemat latwo udowodnié przez indukcje. Zatem suma kazdego z rozpatrywanych
szeregéw (z ag = 1) jest > 4; ciag a, = 27" generuje sume réwna 4, wiec inf A = 4.
Autorzy rozwiazan ta metoda zwrdcili uwage, ze zadanie jest prawie identyczne
z jednym z zadan z XXIIT Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej, a cytowany

lemat mozna znalezé w opracowaniach zadai z owej olimpiady. ..

2
ay 2'l—n,_

'

2% an

gdzie an, =2 —

Calkiem odmienne, intrygujace oryginalnodcia pomystu rozwiazanie przyslala Paulina
Domagalska: niech (a,) bedzie ciagiem nierosnacym (ao = 1), dla ktérego szereg
3" b, o wyrazach b, = a2 /an41 jest zbiesny; wéwczas takze szereg > an jest zbiezny
(kryterium poréwnawcze: b, > ay,). Niech s, = ag + ...+ an, wp =bo + ...+ bp;
Sp — 8, wp — w. Ustalmy n. Srednia arytmetyczna wazona liczb ¢; = a;i41
(i=0,...,n) branych odpowiednio z wagami p; = a;/s, jest nie mniejsza niz
$rednia harmoniczna tych liczb (z tymi samymi wagami): Zp;c.- > (Z: p;c,-_l)_l‘ Ta
nieréwnoéé¢ po prostym przeksztalcenin przybiera postaé:

2 2

] =
—>2 . wgranicy: w >
Sn4l — 1 8 —

> 4;

Wy =

ostatnia nieréwnosé (s? > 4s — 4, czyli (s — 2)? > 0) jest oczywista. Dla a, = 27"
mamy w = 4, wiec inf A = 4. Ladne!

Rozszerzona czaléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 241 zadaniach

Przemyslaw Gadzinaki - Sroda Slyslm 39,32
Zbigniew Galias — Krakdéw 36,75
Dariusz Wilk — Rzeszdw 25,57
Jarostaw Lazuka ~ Warszawa 1-21,27
Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 1-17,37
Andrzej Idzik ~ Boleslawiec 1-17,05
Artur Gawryszezak — Dubeczno 1- 16,69
Jacek Konieczny — Poznan 8,47
Ryszard Zimny ~ Zychlin 7,40

Lista cbejmuje uczestnikdw, ktoray
przyslali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 1995-1997 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmnie) 7 punktdw. Jedynka przed
kreska wskazuje, ze uczestnik zdobyl juz
raz 44 punkty i obecnie wykonuje drugie
okrazenie.

Pozostali czlonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie; liceby w nawiasach
oznaczaja wielokrotnodé przekroczenia
44 punktdw):

P. Bala (3), A. Borowski (1),

A. Gluza (1), P. Gworys (3),

W. Kacprzak (1), J. Lipkowski (2},
D. Lipniacki (3), B. Mikielewicz (1),
L. Motyka (1), R. Musial (1),

P. Perkowski (2), T. Rawlik (1),

R. Repucha (1), A. Sikorski (3),

J. Stelmach (1), A. Surma (3),

L. Szalast (1), P. Wach (1),

T. Wietecha (2).

Oto najwazniejsze uwagl nasuwajace sie przy lekturze listéw naszych
Cazytelnikow:

Zadanie 223. [Réwnowaga wzgledem przechylu réznych plywajacych bryl]
(wspétezynnik trudnosci W1'=3,28, liczba poprawnych rozwiazan LPR=1).
Bezbledne rozwiazanie punktu b (réwnowaga pionowego walca) podal p. A. Idzik.
Jak sie okazalo, do wyniku podanego w Delcie 1/1997 wkradla sie pomylka

(zamiast prawidlowej liczby 2 pod pierwiastkiem jest 6). W liécie innego Czytelnika
przeczytalem: , Aby prostopadloécian znajdowal sie w stanie réwnowagi trwalej, jego
energia potencjalna przy wychyleniu powinna wzrosnaé”. W rzeczywistosci wzrosnaé
powinna fgczna energia potencjalna bryly i cieczy; analiza minimum tej lacznej energii
byta alternatywna wobec ,wzorcowej” metoda rozwiazania.

Zadanie 234. [Po jakim czasie spadnie kuleczka wosku, gdy bryle metalu

ogrzewaé z drugiego koifica?] (WT'=3,57, LPR=0). Fizyczne warunki zadania byly
niedoprecyzowane, co spowodowalo pewne zamieszanie. Jeden z Czytelnikéw przyjat
zalozenie o jednakowej temperaturze metalu i wprowadzil dodatkowa stala opisujaca
przekazywanie ciepta od plomienia do metalu. Takie rozwiazanie mogloby by¢
poprawne tylko przy niewielkich rozmiarach bryly i jej bardzo dobrym przewodnictwie
(zostalo ocenione na 0,5). Nieco nizsza ocene (0,3) uzyskalo rozwiazanie oparte na
dziwacznym zalozeniu, ze cieplo jest przekazywane tylko na grzanie wosku.

Zadanie 235. [Krystalizacja w goracym roztworze cukru na skutek dolania zimnej
wody] (WT'=1,15, LPR=4). Wyniki liczbowe uzyskane przez pp. P. Gadzinskiego,
A. Idzika, J. Lazuke i A. Nowogrodzkiego dosé¢ znacznie sie réznia miedzy soba,

a takze od wyniku ,wzorcowego”, co nalezy przypisaé¢ trudnodciom przy precyzyjnym
nakredleniu na wykresie stycznej lub siecznej, ewentualnie takze przesunieciu koloru na
stronie naszego czasopisma.
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Termin nadsylania rozwiazan:
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Zadania z fizyki nr 252, 253
Redaguje Jerzy B. BROJAN

252. Jednorodny wydrazony walec o wewnetrznym promieniu c i zewnetrznym d stoi
na poziomej powierzchni, a do jego srodka wlozono dwie gtadkie kule A i B (rys. 1)
o masach m4 1 mp oraz promieniach a i b, przy czym a < b, ¢ < a + b.

a) Obliczy¢ minimalna mase walca, przy ktérej sie on nie przewrdci.

b) Do walca wlozono trzecia kule C, identyczna z A. Biorac pod uwage oba mozliwe
polozenia tej kuli (zob. rysunek; zaktadamy, ze A i C si¢ nie zetkna), obliczyé
minimalna mase walca m, przy ktdérej si¢ on nie przewrdci.

253. Jak wiadomo, dla gazéw sktadajacych sie z czasteczek jednoatomowych

cieplo molowe w stalej objgtosci Cv jest w przyblizeniu réwne (3/2) R, natomiast

dla gazéw dwuatomowych Cv = (5/2)R. Przyblizenie to nie jest jednak dobre

w temperaturach bardzo niskich, gdyz wtedy obroty czasteczek ulegaja ,zamrozenin”
i pozostaja tylko ruchy wzdtuz trzech osi przestrzennych, co odpowiada Cv =~ (3/2)R
(niezaleznie od liczby atoméw w czasteczce). Przyjmijmy wiec dla uproszczenia,

ze gaz jest doskonaly (Scidle spelnia réwnanie pV = nRT'), a warto$¢ Cy wynosi
(3/2) R ponizej pewnej nieznanej temperatury 7" i (5/2) R powyzej tej temperatury.
Stwierdzono, ze gdy rozpoczynajac od pewnej objetodci V4 i ciénienia po ogrzano ten
gaz izochorycznie zwigkszajac cisnienie do 3po, po czym rozprezono adiabatycznie do
poczatkowej wartosci cisnienia, objetos¢ okazala sie réwna 2Vy; powracajac do punktn
poczatkowego na drodze przemiany izobarycznej zamykamy cykl. Obliczyé sprawnosé
tego cyklu (podaé wartosé liczbowa).

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1997
Przypominamy tresé¢ zadai:

244. Zrédlo dzwicku harmonicznego o stalej czestotliwosei fo spada pionowo z przyspieszeniem
T 4 e 1] Praysy

g=9,8m/s” i wchwili to mija z predkodciq vg nieruchomy mikrofon, ktéry o t = 5 s wezesniej
odebral dzwiek o cze rodct fi = 1200 Hz, a o t péZniej (w chwil ymetryczne]" wzgledem tq)
odebral déwigk o czestotliwosci fa = 800 Hz. Obliczyé fu i vo. Predkoéé diwigku w powietrzu jest

réwna ¢ = 340 m/s.

245. W przedstawionym obwodzie (rys. 2) zaréweczki sg jednakowe. Jak zareaguja (i cay zareaguja)
na zamkniecie klucza?

244. Oznaczmy czas lotu érédla déwigku od wyslania pierwszego sygnalu (odebranego przez
mikrofon w chwili o — ) do minigcia mikrofonu przez t;, a od miniecia mikrofonu do wyslania
drugiego sygnalu — przez t2. W ciagu czasu {; Zrédlo obnizy si¢ o odcinek hy, gdzie

1
h1 = vty — ng% = C(fl - t) §

Rozwiazujac réwnanie kwadratowe znajdujemy

fi= z (—{C—’Uo)+ \/(C—U[J)'—Q-I-?gct)

g
i analogicznie

B (—(c+vo) +/(c+w)? + 25“*) .
g

W chwili wyslania pierwszego sygnalu #rédlo porusza si¢ z predkoscia vp — gt1, a w chwili
wyslania drugiego — z predkoscia vo + gt2. Ze wzoréw na zjawisko Dopplera mamy

[ c
R T

Przeksztalcenia algebraiczne prowadza do rozwiazania

2
vozc(go—\.-"goz—’r—l), gdzie : go—fl+f2 —E,

b 2 c
__2hfr ,r‘
\ f o A fg
Podstawiajac dane obliczamy vg = 88,7 m/s, fo = 1096 Haz.
245. Przed otwarciem klucza przez kazda z zaréweczek A i B plynal prad mniejszy niz
przez (', a zatem i napigcie na nich bylo mniejsze. Przy danej na rysunku biegunowosci
#rédla napigcia oznacza to, ze potencjal gérnego bieguna klucza (wezla ABC) byl wyzszy od
potencjalu dolnego bieguna (wezla DE). Przez zamkniety klucz prad poplynie wige w dél,

a to z kolei spowoduje - jak wynika z praw Kirchhoffa — przygasniecie zaréweczek € i D,
a rozjarzenie zardweczek A, B i E.
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