O tréjkatach pitagorejskich o réwnych polach
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Wprowadzenie

_ ‘ ) Poszukiwanie tréjkatéw prostokatnych o bokach dhugosci catkowitej
e e e (tzw. tr6jkatéw pitagorejskich) to bardzo dawny $lad ludzkiego zainteresowania

Zajmuje si¢ gléwnie ukladami matematyka. Juz w starozytnym Babilonie 1 Egipcie znano wiele takich
nieliniowych 1‘6\:v1'_1a.|‘1 rézniczkowych ) tréjkqtéw,
czastkowych. Niniejszy tekst to wersja
Fi‘)sﬁ;-\’k“‘“ [6], przygotowana na prosbe  Jak wiadomo, dla dowolnych niezerowych liezb catkowitych m # n i A # 0 liczby
g (1) a=2xmn, b=2im?-n?), c=x(m?+n?
sa (z dokladnoscia do znaku, ktérym sie przejmowaé nie bedziemy) diugo$ciami
bokéw tréjkata pitagorejskiego. Taki tréjkat nazwiemy pierwotnym, jesli
NW D(a,b,c) = 1. Jak tatwo sprawdzié, dla A = 1 oraz wzglednie pierwszych
m, n rozne] parzystosci, otrzymujemy trojkat pierwotny. Co wiecej, wszystkie
trojkaty pierwotne mozna otrzymaé¢ w ten sposéb.

Tréjkaty pitagorejskie 1 ich wlasnosci interesowaly najrézniejszych autoréw
O tréjkach pitagorejskich pisalismy (zob. np. [1], [2], [8]). Byl wéréd nich Charles Lutwidge Dodgson, matematyk
w Delcie 11/1997 — red. o dosé szerokich zainteresowaniach, lepiej znany jako Lewis Carroll, autor
Przygod Alicji w krainie czaréw (1865). Na stronie 343 ksiazki Life and Letters
of Lewis Carroll [3] znalez¢ mozna nastepujacy zapisek z jego dziennika:

W poprzednim, grudniowym numerze 19-ty grud. (niedz.) — Siedzialem noca do 4-tej nad kuszacym problemem,
| v artykule Jacka Jakubowskiego .2 , - o
ol g o nadestanym z N. Jorku: ,znalezé trzy réwne A-ty prost. o wymiernych bokach”.
zlosliwy chochlik umiescil Znalaztem dwa, o bokach 20, 21, 29 1 12, 35, 37; nie moglem znalezé trzech.
a nieréwnosc e® < 14 &,

‘,1.‘,_-;:.'__]_? ;"I1'___fl_.__\':_I:'“';‘:,'f'l?"\' ‘Y% Carroll szukal wiec trzech tréjkatéw pitagorejskich o réwnych polach. Mimo
' porazki postawil hipoteze, ze takich tréjek tréjkatow pitagorejskich istnieje
L —— nieskonczenie wiele. (Uwaga: dwie trojki uznajemy za identyczne, jesli boki

Autoréw i Czytelnikéw wszystkich tréjkatéw jednej z nich mozna uzyskaé, mnozac boki tréjkatéw
ftedakera drugiej tréjki przez pewna liczbe wymierna). Sprébujmy pomée pisarzowi
w rozwiazaniu jego zadania.

Tréjki tréjkatéw pitagorejskich o réwnym polu

Zacznijmy od znalezienia w mozliwie systematyczny sposéb dwdch trojkatow

pitagorejskich o réwnym polu. Wezmy tréjkaty o bokach réwnych odpowiednio
a; =2mny, b =m?- n%, ¢y =m® + nf .
as=2mny, bs=m?—ni cy=m?>+nd.

Dodatkowe zyczenie, by oba tréjkaty mialy jednakowe pole P, prowadzi do

rownania
; . 2 9% 2 2
(2) P = mni(m” — n{) = mna(m* — n3).
Dzielac obie strony przez m i zbierajac skladniki zawierajace m po lewe) stronie,
otrzymujemy

2 3 3 2 2
(3) m-(ny —ne) =nj — ns = (n; — n2)(n] + nins + n3).
Przy zalozeniu ny — ny # 0 mamy wiec

@

(4) m? = n} 4+ nins + n3.

Rozwiazujemy (4) jako réwnanie kwadratowe z niewiadoma n; i widzimy, ze

(5) ny = —3(na — \/4m? — 3n2).

Skoro wynik jest liczba catkowita, wyréznik musi byé pelnym kwadratem, wiec
dla pewnego a € N zachodzi réwnosé

Nazwa: Mamlak o o 2 5
M. zam.: UkL 51 Peg (6) (2m)” — 3n; = a”.
Réwnanie diofantyczne (6) znane jest jako tzw. rdwnanie Pella. Dobrze wiadomo



Dla tych, ktérzy o réwnaniu Pella nie
wiedza i nie chea wiedzied wszystkiego,
proponujemy droge na skréty. Okreslmy
dwa ciagi liceb naturalnych pn i g,
wzorami rekurencyjnymi: po = 2, go = 1,

Prnt1 = TPn + 12¢n,

Ing1 = 4pn + Tqn .
Latwo wykazad przez indukcje, ze dla
kazdego n licgba p, jest parzysta,
niepodzielna przez 3 i pi -3¢2 =1.
Otrzymujemy wiec nieskoticzong serig
rozwiazan (pn /2, ¢» ) réwnania Pella (6)
dla szczegdlne) wartosci a = 1.

Czytelnik zechce sprawdszid,

ze nieskonczenie wiele tréjek pierwotnych
tréjkatéw pitagorejskich o réwnym polu
mozna otrzymad, wykorzystujac opisane
wyze] ciagi pn | gn Oraz wyznaczong
przez nie serig¢ rozwiazan réwnania Pella.

Nazwa: Grzdqciel
M. zam.: UkL u4 And

(zob. np. [7]), ze ma ono nietrywialne rozwiazania (tzn. ns ¢ {0, £m}), gdy m
jest liczba pierwsza postaci m = 6N + 1 (lub iloczynem takich liczh).

Kazde rozwiazanie réwnania Pella (6) prowadzi do rozwiazania wyjsciowego
réwnania (2). Istotnie, z (6) wynika, Zze ns i o sa tej samej parzystosci, zatem
z warunku (5) n; jest liczba catkowita. Mamy tez ny # no (w przeciwnym
przypadku liczba m dzielitaby sie przez 3).

A teraz zdarza sie cud. Cho¢ zaczelidmy od szukania dwdch tréjkatéw, w istocie
znalezliSmy trzy. Dlaczego? Otéz, réwnanie (2) oznacza, ze ny i ns sa réznymi
pierwiastkami wielomianu trzeciego stopnia p(x) = z(z — m)(z + m) + £. Trzeci
pierwiastek tego wielomianu spelnia, zgodnie z twierdzeniem Viéte’a, warunek

(7) ny+ns+n3 =0
(dla niewtajemniczonych: zapisujemy wielomian w postaci iloczynu czynnikow
liniowych i sprawdzamy wspétezynnik przy z2). Podobnie, nynang = —f—l == 0.

Wiynika stad, ze liczby calkowite ny, no i ng sa rézne od £m (bowiem

p(£m) # 0) i w dodatku maja rézne moduly. Zatem, tréjkaty pitagorejskie

D; (i = 1,2,3) o bokach 2mn;, m* — n? oraz m? + n? maja to samo pole

P = —mnjinang. Ich przeciwpostokatne ¢; sa rézne, wiec [); nie sa przystajace.

Znaleziona tréjka ma specjalna wlasnosé: z (7) wynika, ze przynajmniej

jedna z liczb n; jest parzysta. Latwo tez zauwazy¢, ze zadna z n; nie jest
wielokrotnoscia m. Gdy liczba m jest pierwsza, to przynajmniej jeden

z tréjkatéw D; jest tréjkatem pierwotnym. Zatem tréjka D, i = 1,2, 3, jest
wowcezas plerwotna — w tym sensie, ze nie ma liczby naturalnej, ktéra dzielitaby
jednoczesnie dlugosci wszystkich 9 bokéw znalezionych tréjkatéw.

Czy moze sie zdarzyé, ze dla réznych m otrzymamy te sama tréjke? Nie! By sie
o tym przekonaé, zauwazmy, ze dokladnie jedna z liczb n;, powiedzmy ny, ma
modul wiekszy od |m| (trzeba spojrzeé na wykres wielomianu p(z)). Tréjkat D,
ma wiec w naszej tréjce przyprostokatna o najwiekszej dlugoéei z. Jesli 2 i y sa
dlugosciami przyprostokatnych Dy, to z definicji bokéw D; mamy wtedy

EN, albom:,/%—yeN.

(tylko jeden z ulamkéw pod pierwiastkiem ma warto$é naturalna). Zatem, tréjka
wyznacza liczbe m.

=2

albom =

Dla kazdej liczby pierwsze) m = 6N + 1 otrzymujemy tréjke pierwotna
tréjkatéw pitagorejskich o réwnych polach. Ile jest takich m? Przypomnijmy
twierdzenie Dirichleta: kazdy ciag arytmetyczny, ktérego kolejne wyrazy sa
wzglednie pierwsze, zawlera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Istnieje
wiec nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci m = 6/ N + 1. Podsumujmy
dotychczasowe rozwazania.

Twierdzenie. Istnicje nieskorniczona rodzina trajek trajhetow pitagorejskich
o rownych polach. W szczegolnosci, dla réznych liczb pierwszych postaci

m = 6N + 1 otrzymujemy rézine irdjki pierwotne tréjkatow pitagorejskich

o polu P = mnl(n + 1), gdzie n il sq naturalnymi rozwigzaniami réwnania
m? =n?+nl+ 2.

Uwaga. Opisana metoda nie daje wszystkich trdjek pierwotnych. Wéréd
pominietych tréjek pierwotnych jest np. tréjka

a; = 4080 b; = 1001 ¢, = 4201
as = 1430 by = 2856 ¢ = 3194
g = 528 b3 = 7735 Cz = 7753

— dostaniemy ja, kladac we wzorach (1) A = 1 oraz (mi,n;) = (51, 40),

(ma,na) = (55,13), (s, n3) = (88,3). Wspdlne pole tréjkatéw to P = 2042040.
Mozna udowodnié, ze zadna tréjka o mniejszym polu nie jest pominieta.
Przyklad zostal znaleziony przy uzyciu programu Mathematica.

2



[

(2

3]

4]

Literatura
J. Colling, The Gentleman's
Math. Companion, 2, No. 11 (1808),
123.
J. Cunliffe, New Series
of the Math. Repository
(ed. Th. Leybourn), 3, II (1814), 60.
C.5. Dodgson, Life and Letters of
Lewns Carrell, New York Century,
1898.
P. Fermat, (Buvres ITI, 254-255,
Fermat’s Diophanti Alex. Arith.,
1670, 220.
M. Hazewinkel, Encyclopaedia of
mathematics, Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht (etc.), 1987,
N. Hungerbiihler, Math. Mag. 65/3,
182-184 (1996).
L. J. Mordell, DHophantine equations,
Academic Press, London (etc.), 1970,
C. Tweedie, Proc. Edinb. Math. Soc.,

Wzor Fermata

Carroll najwyrazniej nie wiedzial o spostrzezeniu Fermata poczynionym
w [4]: jedli z jest przeciwprostokatna, a b 1 d przyprostokatnymi tréjkata
prostokatnego o bokach wymiernych, to mozna otrzymaé nowy tréjkat
prostokatny o wymiernych bokach 1 tym samym polu, kladac
R L i , 2 —4b3d? _ 42%d

CTRmo-@) T T ne-d) T nm—d)
Iterujac powyzszy wzér n — 1 razy, otrzymamy n tréjkatéw prostokatnych
o réwnych polach i bokach dtugosci wymiernej. Pommnozenie wszystkich bokéw
przez odpowiednia liczbe catkowita zmieni dlugosci bokdéw w liczby calkowite
1, oczywiscie, nie naruszy warunku réwnosci pél. Nie mamy jednak pewnogei,
czy niektore z otrzymanych tréjkatéw nie beda przystajace. Zakonczmy wiec
niniejszy artykul zadaniem dla Czytelnikéw.

d}

Zadanie. Udowodnié, ze dla kazdego n € N istnieje nieskoiiczona rodzina

24 (1905-6), 7-19.

i Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

Rozwazamy funkcje o wartoéciach rzeczywistych
okreslone na zbiorze {—1,1}", na ktéry mozna patrzeé
jako na zbiér wierzcholkéw n-wymiarowe] kostki
[-1,1]". Dla kazdego podzbioru A zbioru {1,2,...,n}
funkcje wy : {—1,1}" — R definiujemy wzorem

WAl Tyy@nsmy Tn) = n z;. Przyjmujemy, ze wy = 1.

€A
Funkcje w4 tworza tzw. uklad Walsha.
M 832. Udowodnié, ze dla A, B C {1,2,...,n}

zachodzi tozsamosé wa - wp = wazp, gdzie

A+ B=(AUB)\ (AN B) oznacza réznice symetryczna
zbioréw A1 B.

Rozwiazanie na str. 16

M 833. Udowodnié, ze dla kazdej funkcji f: {—1,1}" — R
mozna dobraé takie liczby rzeczywiste a ., ze

Z = ZAC{,l.z_.....n} aawa.
Rozwiazanie na sir. 15

M 834. Dla f:{—1,1}" — R zdefiniujmy funkcje
Lf:{—1,1}" — R wzorem

BBy By = %(f(—th,,.‘,x,,)-qr

+f(:l‘-1‘—:1’72_.$3,.h.$n) +"‘+f(-'ch-‘-exﬂ—lu_xn,])

(tzn. funkcje Lf otrzymujemy, uéredniajac wartosci f

w sasiednich wierzcholkach kostki). Udowodnié,

ze Lwa = (1 — 2card A)w., gdzie card A oznacza liczbe
elementéw zbioru A.

Rozwiazanie na str. 16

Uwaga. Powyzsze wyniki mozna wykorzystaé do wykazania
ergodycznodcel symetrycznego bladzenia losowego po wierzcholkach
n-wymiarowe] kostki (do sasiednich wierzcholkéw przechodzimy

z prawdopodobieristwem 1/n).

(pierwotnych) n-tek tréjkatéw pitagorejskich o réwnych polach.

a

Z angielskiego przetoziyl P.S.

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 467. Od lat fizycy zastanawiaja sie, czy neutrino

ma masg spoczynkowa. Oszacowaé, jaka teoretycznie
najwigksza mase moze mieé neutrino i wyrazi¢ te mase

w elektronowoltach.

Przyjaé, ze liczba neutrin we Wszech$wiecie jest
poréwnywalna z liczba fotonéw promieniowania reliktowego
majacych widmo ciala doskonale czarnego o temperaturze
T = 2,74 K. Koncentracja fotonéw wynosi n = a ('}—5—)3,
gdzie a = 60,4 jest wspSlczynnikiem liczbowym, k - stala
Boltzmanna, natomiast h — stala Plancka. Przyjaé,

ze gestodé Wszech$wiata jest réwna w przyblizeniu gestodci
krytycznej pir = 5,5 - 10"27%%. masa za$ obserwowalnej
jasnej materii jest dziesigeciokrotnie mniejsza.

Rozwiazanie na str. 6

F 468. Kiedy w momencie gaszenia $wiatla otwieramy
oczy, widzimy przez chwile proces stygniecia wldkna
zaréwki. Oszacowaé czas tego procesu, gdy temperatura
wlékna spada od T} = 2800 K do 7> = 1000 K, tj. do
granicy odbierania wrazeii wzrokowych. Dane dotyczace
zaréwki i wlékna: moc zaréwki P = 100 W, promieii
przekroju widkna r = 1. 107* m, gestosé wolframu
p=19 300%, masa molowa wolframu p = 184 £
emisyjnoé¢ wolframu w poréwnaniu z cialem doskonale
czarnym k = 40%.

Prawo Stefana-Boltzmanna méwi, ze moc promieniowania
Jednostkowej powierzchni ciala doskonale czarnego
wynosi o - T*, gdzie 0 = 5,67 - 10™* Wm™2K™* jest

stala Stefana-Boltzmanna. Cieplo molowe cial stalych

w wysokich temperaturach wynosi C' = 3 R, gdzie
R=8,314]-K~'mol™" jest stala gazowa.

Rozwiazanie na str. 6 '



