Ksiezyce Hipokratesa Witold BEDNAREK

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

1. Niech W bedzie wielokatem wpisanym w okrag o(O, R). Ksiezycem
Hipokratesa wielokqta W nazwiemy kazda figure ograniczona tukiem okregu
o(O, R) i pdlokregiem lezacym na zewnatrz wielokata W, opartym na jednym
z bokéw tego wielokata (rys. 1).

Uwaga. W naszych rozwazaniach zalozymy dodatkowo, ze O € W,

Niech ay, as, ..., a, oznaczaja diugosci bokéw wielokata W o polu S,
S1, Sa,...,S5, — pola ksiezycéw Hipokratesa; Ty, Ts,...,T, — pola odcinkéw
kota k(O, R) wyznaczonych przez boki wielokata W (rys. 2). Mamy wéwczas
2

Si+Ti=2 (“‘7’") dla k=1,2,...,n
oraz S+ (1 +To+ - -+ Tp) = 7R . Z tych réwnoéci wynika,
e (S1+S2+ - +8,)—S5=%(af + a3+ + a2 — 8R?). Wobec tego suma
pdl ksiezycéw Hipokratesa wielokata W jest réwna jego polu wtedy i tylko
wtedy, gdy
(1) aj + a3+ -+ a; = 8R*.
W tym artykule zajmiemy sie poszukiwaniem wielokatéw, ktérych pole jest
réwne sumie pél ich ksiezycow.

2. Hipokrates odkryl, ze suma pdl ksiezycow trdjkata prostokatnego jest réwna
jego polu (rys. 3). Istotnie, wobec twierdzenia Pitagorasa mamy
asy 2 :
al ot ot =90 =8 (?3) S
a R = as/2 jest dlugoscia promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym
o przeciwprostokatne] as. (Zauwazmy, ze ksiezyc oparty na przeciwprostokatne)
degeneruje sie do tuku.)

Postawmy pytanie: czy istnieje trojkat nieprostokatny, ktorego pole jest réwne
sumie pol jego ksiezycodw?

Zalézmy, ze zachodzi warunek (1), tzn. a? + a3 + aZ = 8R%. Jak wiadomo,

4R = ajasaz/S oraz (wzér Herona) S = \/p(p — a1)(p — a2)(p — a3), gdzie p
oznacza polowe obwodu tréjkata. Z tych trzech réwnosci natychmiast wynika,
ze '

2(ai + a3 + a3)p(p — a1)(p — a2)(p — az) = afa3a3 .
Po przeksztalceniach otrzymujemy stad
(af — a3 + ag)(ai — a3 — a3)(ai + a3 — a3) = 0.
Powyzsza réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat dlugosci pewnego

boku tréjkata jest suma kwadratéow dlugoscei pozostatych bokéw. Oznacza to,
ze warunek (1) nie zachodzi dla zadnego tréjkata nieprostokatnego.

3. Poszukajmy teraz czworokatow spelniajacych warunek (1). Oczywiscie,
spelniaja go czworokaty zlozone z dwéch tréjkatéow prostokatnych wpisanych
w okrag — w szczegdlnosei prostokaty oraz deltoidy o katach prostych miedzy
bokami réznej diugosci (rys. 41 5).

Rozwazmy inny przypadek szczegdlny — trapez réwnoramienny. Przy
oznaczeniach z rysunku 6 mamy

g AENE 5 i YR 2y ), (m—a2\®_
I_+(?) .y yz_,_(?) =il (a:+y)°+( 3 ) =l
Po wyrugowaniu z tych réwnan z i y otrzymujemy

0 ﬂ.g(a% =+ alag)
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Rys. 5

Rys. 7

Rys. 8

Uwzgledniajac dodatkowo warunek (1) réwnoéci pél trapezu i jego ksiezycow,
otrzymamy po przeksztalceniach

(a1 = a2)*(2a3 — (af +a3)) = 0.
Warunek ten jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy a; = a2 (trapez jest

2 2 B - S
wowezas prostokatem) lub gdy asz =4/ 31—';—“1 (dtugosé ramienia trapezu jest

érednia kwadratowa dlugosei podstaw — ten warunek jest spetlniony np. dla
trapezu réwnoramiennego o bokach 7, 1, 5, 5).

4. Wiemy juz, ze pole tréjkata réwnobocznego nie jest réwne, a pole kwadratu
jest réwne sumie pdl odpowiednich ksiezycéw Hipokratesa. Okazuje si¢, ze nie
istnieja inne wielokaty foremne, ktérych pola bylyby réwne sumie pdl ksiezycdw
Hipokratesa. Oto dowdd.

Dhugosé boku n-kata foremnego oznaczmy przez a. Zaktadamy, ze n > 4. Mamy
(patrz rys. T) a = 2Rsin T, a wiec warunek (1) przybiera postaé

9 . 9T
8R>=n.a’ =4nR’sin® —.
T

Stad otrzymujemy sin7/n = \/2/n. Z drugiej strony, dla dodatnich « zachodzi
nieréwnoéé sin o < o, a zatem byloby sin7/n = /2/n < m/n, co prowadzi do
konkluzji n < 7?/2 < b, sprzecznej z zalozeniem n > 4.

5. Na koniec udowodnimy, ze dla kazdego n > 4 mozna w okrag wpisaé n-kat,
ktérego pole jest réwne sumie pdl jego ksiezycéw Hipokratesa. Rozwazmy w tym
celu okrag o érodku O 1 promieniu R oraz punkty Ay, As, ..., A, tego okregu,
ktére wyznaczaja katy wpisane aq, aa, ..., a, (patrz rys. 8). Korzystajac

z twierdzenia cosinuséw dla tréjkatéw A;0As, A20Ag, ..., A,OA;, mozemy
warunek (1) przepisaé¢ w postaci

(2R? — 2R? cos a1) + (2R? — 2R% cos ) + - - - + (2R? — 2R? cos vy, ) = 8 R?

lub réownowaznie

(2) costy +cosas + -+ cosa, =n—4.

Aby rozwiazaé nasz problem, nalezy podaé liczby dodatnie avy, s, ..., ay,, nie
wieksze niz 7, spelniajace réwnos¢ (2) oraz réwnosc

(3) oy +as+ oy, =27,

Przyjmijmy oy —as = ... = ap_z3=af(n—3), ap_2 = %ﬂ' —a; -1 = T,

R %ﬂ- Réwnosé (3) jest wowezas spelniona. Nalezy jeszcze wykazad,
ze istnieje liczba o € (0, ), dla ktdrej spelniona jest réwnosé (2), czyli

b=

o 5 .
(n—3)cosn_3 + cos (gﬂ—a) =n-—3
Rozwazmy funkeje f(a) okreSlona wzorem
T )
f(z)=(n—3)cos 3 + cos (gﬂ‘ — 3:) ;
Obliczmy f(%) 1 f(5). Mamy

TS T 7 2 i
f(g)_(11—3)cos6(n_3)+c053?r<(n—3)+cos3rr_n 35 .

7 drugiej strony, z nieréwnoéci cosa > 1 — a?/2, dla a > 0, wynika, ze

f (g) = (n — 3) cos ~——~—~“3(nﬂ-_ 3 > (n—3) (1 - % (ﬁ)i) =

T2

 18(n=3)°

Poniewaz n > 5, wiec prawa strona powyzszej nieréwnosci jest, jak latwo
sprawdzi¢, wieksza od n — 31, Funkcja f jest ciagha, a wiec ma wlasnoéé
Darboux: istnieje o € (F, %): takie, ze f(a) =n — 3% To spostrzezenie konczy
dowad.
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=n—23



