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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadania 241 (WT=2,20)

z numeru 6/1997

Przemyslaw Gadzinski - Sroda S1. 39,32
Ja.roslaw Lazuka. - Wa.rsza.wa. 21,27

Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 17,37
Andrzej ldzik - Boleslawiec 17,O~

Rys.

Liga zadaniowa Wydzialu Maten1.atyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy ITIOZe nadsylac rozwiazania zadan z nUlneru 11 w terminie do kOllca lniesiaca 11.+ 2. Szkice

rozwiazal) zan1ieszczamy w nUlnerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadali z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 35/N, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Zadania z fizyki nr 250, 251

Redaguje Jerzy B. BROJAN

250. Dlugopis pozostawia slad na podlozu wtedy, gdy kat jego odchylenia od

prostopadlej do podloza nie przekracza wartosci 0'. Jesli poczatkowy kierunek

dlugopisu jest zmienna przypadkowa, to jakie jest prawdopodobieIlstwo tego,

ze wirujacy dlugopis spadajac na stól pozostawi na nim slad? Uwzgledniamy tylko

pierwsze uderzenie o stól. Srodek masy dlugopisu lezy w polowie jego dlugosci

i porusza sie pionowo z predkoscia VI (przyspieszenie grawitacyjne nalezy pominac),

a predkosc obiegowa konca dlugopisu wokól srodka jest równa V2, przy czym

plaszczyzna tego ruchu jest pionowa. Liczbowa wartosc prawdopodobieIlstwa podac

dla VI = 2 m/s, V2 = 3 m/s i trzech wartosci 0': 40°,60°,85°.

251. \IVmiejscowosci A wystepuje w danej chwili calkowite zacmienie SloIlca,

miejscowosc B lezy na granicy obszaru zacmienia czesciowego, a miejscowosc C

lezy w polowie odleglosci miedzy A i B. Ile wynosi w przyblizeniu stosunek natez ell

oswietlenia powierzchni Ziemi IC / IB?

Rozwiazania zadaI'i z fizyki z numeru 9/1997

Przypominamy tresc zadan:

242. Prawidlowa regulacja ukladu kierowniczego w san1ochodzie wYlnaga, aby kat skrecenia

przednich kól byl niejednakowy. \Vyjasnic przyczyne tej róznicy. Jesli w dobrze wyregulowanym

samochodzie przy skreceniu prawego przedniego kola w prawo o 20° lewe przednie kolo skreca
w prawo o ISO I to o jaki kat skreca lewe kolo przy skreceniu prawego IN prawo o 40°?

243. Trzy jednakowe kondensatory i dwie jednakowe cewki polaczono w obwód przedstawiony
na rysunku l. Poczatkowo lewy kondensator byt naladowany do napiecia U, pozostale dwa byly

nienaladowane, a prad w zadnej czesci obwodu nie plynal. \'11jakich granicach bedzie sie zmieniac
napiecie na kazdym z kondensatorów po zamknieciu klucza? Opór obwodu pominac.

243. Drgania elektromagnetyczne w obwodzie sa zlozeniem

ponizszych dwóch drgan prostych (harmonicznych):

1. Prad plynie przez cewki i boczne kondensatory, omijajac

srodkowy kondensator. Poniewaz dwie cewki polaczone

szeregowo maja indukcyjnosc zastepcza 2L, a dwa kondensatory

- pojemnosc zastepcza C/2, wiec czestosc tych drgan jest równa

Wl = l/VEG.

242. Oznaczmy odleglosc przedniej osi od tylnej przez I, rozstaw

kól przez d, kat skrecenia wewnetrznego przedniego kola przez

a, a zewnetrznego przez (3 (rys. 2). Z równaI'1

r r+d

ctga = I' ctg(3 = -/-

wynika tozsamosc ctg (3 - ctg a = d/ / = const , czyli

ctg (31- ctg al = ctg (32 - ctg a2 . Podstawiajac al = 20°,

(31= 18°, a2 = 40° obliczamy (32 :::::33°.

Rys. 2
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2. Przez boczne kondensatory plynie jednakowy prad (w danej

chwili np. ze zwrotem w góre), a przez srodkowy - o dwukrotnie

wiekszej wartosci i przeciwnym zwrocie (np. w dól). Aby znalezc

czestosc tych drgan, mozna zastapic srodkowy kondensator

dwoma o pojemnosci po C /2 polaczonymi równolegle - wtedy

obwód rozpada sie na dwa "oczka", z których kazde zawiera

szeregowo polaczone kondensatory C i C/2 oraz cewke L.

Obliczamy W2 = I/VLCzast = V3/LC.
Szczególowa analiza warunków poczatkowych prowadzi

do nastepujacych wzorów na napiecia na poszczególnych
kondensatorach:

u U U

Ulewy = 2" COS(Wl t) + 6" COS(W2t) + :3 '
U

Usr = -(l - COS(W2t)),3
U U U

Uprawy = - 2" COS(Wl t) + 6" COS(W2t) + :3 .

Poniewaz czestosci Wl i W2 sa niewspólmierne, wiec mozna

wybrac chwile t, w której wartosci obu cosinusów sa dowolnie

bliskie -l lub pierwszy jest bliski + l, a drugi -l, lub na

odwrót. Dlatego napiecia na bocznych kondensatorach zmieniaja

sie w zakresie od (-1/3)U do U, a na srodkowym - od O

do (2/3)U. Dodatni zwrot napiec przyjelismy jako zgodny

z napieciem poczatkowym (plus na górze).
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Zadania z matematyki nr 353, 354

Redagnje Marcin E. KUCZMA

353. Dowiesc, ze kazda liczbe calkowita dodatnia da sie przedstawic w postaci sumy

pewnej liczby skladników calkowitych dodatnich nie majacych dzielników pierwszych

róznych od 2 i 3, przy czym zaden z tych skladników nie dzieli sie przez zaden inny
skladnik.

354. Udowodnic nierównosc

Zadanie 354 zaproponowal pan Józef Banas z Rzeszowa.

Rozwiazania zadali z lnatenlatyki z nlUnel'U 9/19!)7

Przypominamy tresc zadan:

l 1
345. Liczby rzeczywiste a, lI, c spelniaja równanie ----o + ---') + r, _ O.bc-a- ca-b- ab-c-

a b c

Dowiesc, ze ')'r +") ') + ') ...,= O.
(bc-a-J" (w-b-)- (ab-c-)-

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zada" 341 (WT=1,63) i 342 (WT=2,94)
z numeru 5/1997

Witold Bednarz - Tychy 42,85
Tomasz Rawlik - Braunschweig 42,27

Przemyslaw Gaclzinski - Sroda Sl. 41,38

Maciej Mostowski - Warszawa 37,53
Konrad Patkowski - Gdansk 36,27

2 sin B

tg (sin B) < 1+ cos2 B
dla B E (O,7r) .

346. Rozwazamy zdanie:

(* ] Kazdy vvieloscian wypukly, który nie zawiera zadnego czworoscianu o objetosci 1, jest

zawarty w pewnym czworoscianie o objetosci mniejszej niz V.

(aJ Dowiesc, ze dla \/ = 27 zdanie (*) jest prawdziwe,
(b) Czy zdanie (*) jest prawdziwe dla jakiejkolwiek liczby \/ mniejszej od 27 ?

345. Przyjmijmy oznaczenie:

aj bJ eJ

Pjda, b, c) = (be _ a2)k + (ca _ b2)k + (ab _ e2)k

ella j, k E {O, l, 2} oraz dla dowolnej trójki liczb a, b, c, dla

której mianowniki sa rózne od zera. Nalezy wykazac, ze jezeli

Poda, b, e) = O, to P12 (a, b, e) = O. To zas wynika z nietrudnej

do sprawdzenia tozsamosci POl' Pll = Pl2.

346. (a) Niech W bedzie wieloscianem spelniajacym przeslanke

zdania (*) dla V = 27 i niech A, B, C, D beda czterema

jego wierzcholkami wyznaczajacymi czworoscian ABCD

o maksymalnej objetosci. Oznaczmy przez A', B', C', D' obrazy

punktów A, B, C, D w jednokladnosci j o skali -3 wzgledem

srodka ciezkosci czworoscianu ABCD. Kazdy wierzcholek tego

czworoscianu jest obrazem srodka ciezkosci przeciwleglej sciany.

Objetosc czworoscianu ABCD jest mniejsza niz l, wiec objetosc

czworoscianu A'B'C'D' jest mniejsza niz 27. Wykazemy,

ze czworoscian A' B'C' D' zawiera wszystkie wierzcholki

wieloscianu TV - i w konsekwencji zawiera caly ten wieloscian,

a wiec spelniona jest konkluzja zdania (*).

Przypuscmy, ze pewien wierzcholek P lezy poza czworoscianem

A' B'C' D' - lezy wiec po zewnetrznej stronie plaszczyzny

którejs z jego scian - na przyklad A' B'C'. Ale plaszczyzna

A' B'C', bedaca obrazem plaszczyzny ABC w jednokladnosci j,

przechodzi przez punkt D. Zatem odleglosc punktu P od

plaszczyzny ABC jest wieksza niz odleglosc punktu D od

tej plaszczyzny, i wobec tego objetosc czworoscianu ABCP

jest wieksza od objetosci czworoscianu ABCD, wbrew jego

wyborowi. Sprzecznosc konczy dowód.

(b) Przypuscmy, ze zdanie (*) jest prawdziwe dla pewnej

liczby dodatniej V. Niech R bedzie promieniem kuli KR

opisanej na czworoscianie foremnym TR o objetosci 1. Wezmy

kule Kc o dowolnym promieniu r < R, wspólsrodkowa

z KR. Istnieje wieloscian wypukly W za~arty we' wnetr?-u

kuli KR i zawierajacy kule Kc. Kazdy czworoscian zawarty

w wieloscianie W ma objetosc mniejsza niz c~woroscian TR

(najwiekszy czworoscian wpisany w kule K R)', czyli mniejsza

niz 1. To znaczy, ze dla wieloscianu W spelniona jest przeslanka

zdania (*). Wieloscian W jest wobec tego zaw,:,rty w pewnym
czworoscianie T o objetosci mniejszej niz V. '

Najmniejszym czworoscianem zawier~acym kule' K~ jest

opisany na niej czworoscian foremny Tc; jego objetosc jest

27 razy wieksza od objetosci czworoscianu foremnego Tc

wpisanego w kule Kc, równej (r / R)3. Tak wiec

V> vol(T)::: vol(Tc) = 27vol(Tc) = 27(1-jR)3.

Poniewaz liczba ,. mogla byc dowolnie bliska R, wynika stad,

ze V ::: 27. Zatem odpowiedz na pytanie (b) brzmi: nie.

Rozwiazanie zadania M 833.

Tezy dowodzimy przez indukcje (przypadek n = l Czytelnik rozpatrzy samodzielnie), Oto krok
indukcyjny. Niech f: {-1, 1}n+1 - R; funkcje g, h: {-1, l} n - R zdefiniujmy wzorami

g(X" .. ,xn)=f(J'" .. ,xn,-l), h(X1, ,xn)=j(:r". ,xn,l),

Na lTIOCY zalozenia indukcyjnego istnieja liczby rzeczywiste (a~)AC{1,2, .. ,n} i (a~)AC{1.2, .. ,n} l

takie, ze

g= h=

AC{1,:J, .. ,n} AC{1,2 ... n}

Poniewaz dla A C {l, 2, .... n} oraz liczb Xi = ±1 mamy

( ) { WA(X" ,xn)WAU{n+1} Xl,· ) Xn,Xn+l = ( )-WA Xl, , Xn

dla Xr~+l = 1,

dla :""n+1 = -1,

f

wiec zadanym przedstavvienieln jest

a'A+aIfA

2 WA +
AC{1,2, ... n}
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.~\C {1, 2, .. , u}

I

a'IA - a A 'WAU{n+l}


