
30n < 211+ 110.

ZADANIE: Dowiesc, ze dla dowolnej liczby naturalnej fi

zachodzi nierównosc

W nastepnym numerze r-limat.iasu uzyjemy powyzszej

charakteryzacji do rozwiazania podanego na poczatku
zadania.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (1)

Rozwiazanie: Przeprowadzimy dowód indukcyjny.

10 Dla n = 1 sprawdzamy bezposrednio

30 < 2 + 110 = 112.

20 Zalózmy, ze 30n < 211+ 110. Udowodnimy

nierównosc 30(n + 1) < 211+1+ 110.

Stosujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy ciag
nierównosci:

30(n + 1) = 30n + 30 < 211+ 110 + 30 =

= 211+1+ 110 + 30 - 211< 211+1+ 110,

przy czym ostatnia nierównosc zachodzi dla fi ~ 5.

Zatem nierównosc (*) zostala udowodniona dla n ~ 5.

Pozostaje sprawdzic, ze

dla n = 2 mamy 60 < 4 + 110 = 114,

dla n = 3 mamy 90 < 8 + 110 = 118,

dla. fi = 4 mamy 120 < 16 + 110 = 126.

Tym samym nierównosc (*) jest udowodniona dla

wszystkich liczb naturalnych n.

\IVszczególnosci wykazalismy, ze dla n = 6 zachodzi
nierównosc 180 < 174.

Jesli przy tym 51llaol - 1, to 01 = O2 = ... = Ol ora.z

Ok+l = 50k dla k ~ l. Na pewno Ok jest dzielnikiem

liczby 4. 5k-1•

W przypadku a = 2 mamy 01 = 4. Przy tym 51124 - 1 .

Zatem Ok = 4· 5k-1 . Ciag reszt '1'11 = '1'1998,11 z dzielenia. 211

przez 51998ma okres dlugosci 4· 51997i okres ten sklada. sie

z reszt parami róznych i niepodzielnych przez 5. Poniewaz

reszt. z dzielenia przez 51998,które sa wzglednie pierwsze

z 51998,jest wlasnie 4· 51997,kazda. z tych reszt wystepuje

w CiagU '1'11'

Potega dwójki o duzym wykladniku musi dzielic sie przez

21998,ale przy dzieleniu przez 51998moze dawac dowolna

reszte niepodzielna przez 5. Stad otrzymujemy nastepujaca

charakteryzacje:

WNIOSEK: Liczba O < T < 101998moze byc 1998-cyfrowa

koncówka potegi dwójki o wykladniku nie mniejszym niz

1998 wtedy i tylko wtedy, gdy T nie dzieli sie przez 5 oraz

219981'1'.Jesli przy tym w jest najmniejszym wykladnikiem,

dla kt.órego 2U' ma. kOllcówke T, t.o pozostale wykladniki

o tej wlasnosci sa postaci

w + 4 . 51997. s, gdzie s = 1,2,3,4, ...

Uwaga: Liczbe T uwazamy za 1998-cyfrowa uzupelniajac

ja w razie potrzeby zerami poczatkowymi.

CYFROMANIA (1)

1/98 (1)

ru-atbt~
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Jako punkt wyjscia naszych rozwazan wezmiemy

nastepujace

Aby odpowiedziec na to pytanie, trzeba zrozumiec, jakie

reszty z dzielenia przez 101998= 21998.51998 daja potegi

dwójki. Reszty z dzielenia pot.eg dwójki przez 21998znamy

dosc dobrze - sa one równe zeru, jesli t.ylko wykladnik jest

nie mniejszy niz 1998.

Cala zabawa polega na zrozumieniu ciagu '1'11 reszt.

z dzielenia 211przez 51998,lub ogólniej, ciagu Tk,l1 reszt

z dzielenia al1 przez 5k, przy ustalonym k i przy a > 1

niepodzielnym przez 5.

Zacznijmy od k = 1. Poniewaz a4 dzieli sie przez 5

z reszt.a 1, ciag '1'1,11 reszt z dzielenia al1 przez 5 jest

okresowy z okresem 4, jednak nie musi to byc okres

najmniejszy. Wt.edy reszt.y '1'1,11 powt.arzaja sie co

czwarta, ale moze co druga, a moze sa wszystkie równe.

W zaleznosci od reszty z dzielenia a przez 5 mozliwe sa

nastepujace ciagi reszt '1'1,11:

1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, .

2,4,3,1,2,4,3,1,2,4,3,1,2,4,3,1,2,4,3,1,2,4,3,1, .

3,4,2,1,3,4,2,1,3,4,2,1,3,4,2,1,3,4,2,1,3,4,2,1, .

4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1,4,1, .

Najmniejszy okres ciagu reszt oznaczmy przez 01. Oznacza

to, ze liczby '1'1,1, '1'1,2, ... , '1'1,01 = 1 sa parami rózne.

Dla k = 2 ciag reszt '1'2,11 z dzielenia. al1 przez 52 ma okres

5· Ol, gdyz Z (/,°1 == 1 (mod 5) wynika asol == 1 (mod 52).

Najmniejszy okres O2 moze byc równy 501, ale moze tez

byc równy 01, jesli ((.ol == 1 (mod 52).

ZADANIE: Czy istnieje potega dwójki, której

1998-cyfrowa kOllcówka sklada sie tylko z jedynek

i dwójek?

Dla wiekszych k jest podobnie. Trzeba. uwzglednic fakt,

ze jezeli dla pewnego k ~ 1 zachodzi 5k IIb-l (tzn. b-l

dzieli sie przez 5k, ale przez 5k+1 juz nie), to 5k+1IW-1.

Istotnie, z podzielnosci 5kllb - 1 wynika, ze b jest postaci

5 k e + 1, gdzie e nie dzieli sie przez 5. Wtedy

1/ -1 = (5ke+ 1)5 -1 =
= 5k+1 e + 2 . 52k+1 e2 + 2 . 53k+1 e3 + 54k+1 e4 + 5Ske5•

Wszystkie skladniki t.ej sumy dziela sie przez 5k+1,

nat.omiast przez 5,+2 dziela sie ostatnie cztery, a pierwszy
nIe.

Jesli przez Ok ozna.czymy na.jmmejszy okres ciagu reszt

Tk,l1 z dzielenia al1 przez 5k, to 01 jest jedna z liczb 1, 2, 4.
Dla. tych, którzy czuja sie oszukani - wyjasnienie za

mIeSIac.
JWR
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