Kacik olimpijski (22)

Errata

Tredé zacdania 6. z
pierwszego XLIX Olimpiady
Matematyezne) sformulowano blednie

zawoddw stopnia

Prawidlo formulowanie jest

nastepujace:

6. W tréjkacie ABC,
AB > AC, punkt D jest srodkiem
boku B(
Punkty I i @ sa odpowiednio

w ktérym

reutami prostokatnymi punktow

B i E na prosta AD. Udowodnic,
ve BE = AF 4+ AC wtedy i tylko
wtedy, gdy AD = PQ.

Za utrudnienia zwiazane z tym bledem

serdecznie
nadsylania rozwiazan zadania 6.

przepraszamy. Termin

przediuzamy do dnia
10 grudnia 1997 r.

Komitet Gldwny
Chimprady Matematyczney

=

Rozwigzanie zadania F 465.
prawdopodaobienstwo

zki

Przyjmujac, ze

znalezienia dowolne] czast

duza

w objetodcl v, beds
wieksze) objetosel V

do v, otrzymujemy, ze licaba czasteczek
w ohjetodci v podlega statystyce

P(n:v) =

srednig lic /} a
. Wi ui/ Ys

gdzie v jest §

w objetosci 1

', punkt I lezy na boku AC.

, Jest proporcjonalne

Poissona

Pierwiastki lancuchowe

Niech z > 1 bedzie ustalona liczba rzeczywista. Rozwazmy ciagi (a,) i (by)
okreélone rekurencyjnie wzorami
an = [b2 — by), dlaneN
(symbol [[] oznacza najwicksza liczbe calkowita nie wigksza od [). Zauwazmy
najpierw, ze wszystkie wyrazy ciagu (b, ) sa dodatnie. Istotnie, mamy

brt1 =b?:"an:bfa_[bi bn]Zbi_(bg_bn):bnu
a stad wynika, ze b, > b; > 1. Skoro tak, to mamy takze b2 > by, a wiec a, sa
nieujemnymi liczbami calkowitymi.

2
by =w, bny1 = by, —an

Rozwazmy teraz ciag (x,) okreslony wzorem

«"Zn—\/ﬂl+ Qo Van

Dla n, k naturalnych, 1 < k < n, oznaczmy xj , =

dlaneN.

\/“k + \/ak+1 + o\ Jan.
Wykazemy, ze dla kazdego k = 1,2,...,n, przy ustalonym n € N, zachodzi
réwnosé

(1) B iy e

T (b + zin) .
i=k

Dla k = n istotnie tak jest, bowiem b,, — /@, = (b2 — an)/(bn + /an)

1 &nn = /an, a zatem z definicji b,41 mamy by, — 2y n = bng1/(bn + 2nn).
Zalézmy prawdziwosé rownosei (1
mocy zalozenia indukeyjnego,

e by_y — xi—l,n _ (g +ak-1)—(ak-1+ +/ar + -+ /an) I

by_1—Tp-10= =
bp—1+ Zr-1n br_1+ Zp—1,n

) dla pewnego k. Dla k — 1 mamy wéwczas, na

- bk = Tkn bn+1 l‘:’n-+l
e bi_ gy - i — n ’
L F Eeoln (b gt g1 n) 10+ 2in)  TT (b + i)
i=k i=k—1

co koniczy dowdd indukeyjny (prosze zauwazy¢, ze byla to indukecja do tyhu).
W szezegolnoscel, dla & = 1 réwnosé (1) przyjmuje postaé

b
(2) N . .

n

T1(bi + zin) ‘

=]
Poniewaz b; > b; = z, a liczby x; , sa nieujemne, wiec mianownik utamka
po prawej stronie mozna oszacowaé z dotu przez x". Z drugiej strony,
bop1 = b2 — [b2 — b,] < b2 — (b2 — b, — 1) = b, + 1, a stad przez indukeje
dostajemy bp 41 < by + n = x + n. Ostatecznie, z réwnoscei (2) otrzymujemy
r+n
xﬂ
Wobec nieréwnosei # > 1 mamy lim (z 4 n)/2" = 0. Zatem ciag (z,) jest
i —+ 00

e — 2l <

zbiezny do z. Udowodniliémy w ten sposob

Twierdzenie.
Dla kazdej liczby rzeczywistej @ > 1 istnieje taki ciag (an) liczb catkowitych

nieujemnych, ze ciqgg ¢, = \/a.l + \/as + - -+ \/a, jest zbiezny do x.

Przyklady.
(a) Dlaz =3 mamyb, =3=0by=bs=...oraz a; = [32 -
Ogdlnie, dla dowolnej liczby naturalnej n > 1, mamy

= \/-:'12 —n+\/n*—n+

(b) Gdy = = (1 +1/5)/2 jest wspétczynnikiem zlotej proporcji, wszystkie wyrazy
ciagu a, sa réwne 1.

J=6=as=az=...

Witold BEDNAREK
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