i Laplace udowodnit to twierdzenie pdiniej, nie powolujac sie na poprzednika):

b
Rozwigzanie zadania M 830, Sn —-np 1 e
Skoro n® 4+ 1997n = (n + k)° dla pewnego r (a < —<b | — = e~ 2 dzx &
naturalnego k, to 1997n = 2nk 4+ k° V pq W 27 a

Stad k < 9298, a wtedy v = i
gdy n — oco. Innymi stowy, F’“T;E ma asymptotycznie rozklad normalny

1997n < 2- 998n 4 9987 :
(gaussowski).

Zalézmy teraz, ze moneta jest symetryczna, czyli p = % Czy roznica

miedzy liczba orléw i reszek bedzie ograniczona? Poslugujac sie, na

przyklad, twierdzeniem de Moivre’a—Laplace’a mozna udowodnié,

ze z prawdopodobienstwem 1 tak nie bedzie. Malo tego, wartosé bezwzgledna
réznicy jest w pewnym sensie rzedu /nloglogn, a dokladniej, jesli R, oznacza
liczbe reszek, to

(008%)* 4 1007 - (9987) =
= (9987)% + 2. 998 - (9987%) + 998° =
= (998% 4+ 098)%

Szukang liczbg jest wigc 998.

. Sn — Rn e
limsup ————==1
n—oo V2nloglogn
z prawdopodobienstwem 1. Oczywidcie ze wzgledu na symetrie
. Sn—Rn
liminf —————m— =
n—oco +/2nloglogn

Jest to tzw. prawo iterowanego logarytmu (Chinezyn, 1924).

Wobec tego S5, — R, bedzie powraca¢ do zera nieskonczenie wiele razy
~ z prawdopodobienistwem 1. Jednak éredni czas oczekiwania na powrét do zera
~ jest nieskonczony.

I na zakonczenie dos¢ paradoksalny wynik: jesli rzucamy symetryczna moneta
n razy 1 zapisujemy kolejne wartosci Sy — Rp dla k = 1,2,...,n, czyli przewage
ortéw nad reszkami, to okazuje sie, ze jest mala szansa na to, by dodatnie

1 ujemne réznice pojawily sie z grubsza tyle samo razy. Przeciwnie, typowy
wynik to taki, ze orty (lub reszki) prowadza przez wiekszoéé czasu. Mozna
wyliczy¢é asymptotyczny rozklad dla czasu prowadzenia (prawo arcusa sinusa,
P. Lévy, 1939): niech T,, oznacza czas, przez jaki prowadzi orzel w serii

n rzutow. Wtedy

t
lim P(?ﬂ<r) :/ 1 di=2arcsm\/f_.
=00 7 ﬂ'\/t(l —t) =

0
Teraz wida¢ druga niewatpliwa zalete doswiadczenia polegajacego na rzutach
moneta: umozliwia ono dokonanie przegladu podstawowych twierdzeri rachunku
prawdopodobienstwa.

Grudzien

Przez caly grudzien zblizamy sie jeszcze do Slonica,
co nie przeszkadza, ze robi sie coraz zimniej. Bowiem
o warunkach klimatycznych decyduje nie odlegloéé
Ziemi od Slonca, zmniejszajaca sie zreszta w bardzo

Zima zaczyna sie (u nas) 21 XII o godz. 21:07, Storice
wstepuje wtedy w znak Koziorozca. Dni beda sie juz
wydtuzaé, ale mrozy zapewne jeszcze przed nami,
gdyz Slorice musi wzniesé¢ sie zdecydowanie wyzej,

malych granicach, lecz nastonecznienie, a to okreélone
Jest przez pore roku, czyli potozenie Stonca na
ekliptyce (por. Patrz w niebo, str. 17). Na potudniowej
pétkuli Ziemi jest ,odwrotnie”, tzn. koniczy sie

wiosna i zbliza sie lato. Swieta Bozego Narodzenia

sa jednak na calym éwiecie jednoczesnie, dlatego

np. Australijezycy beda — jak zwykle — chodzié

z maltymi choinkami na plaze. I tylko Swiety Mikolaj
bedzie mial ktopoty z podrézowaniem na saniach.
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by méc ogrzaé wyziebiony grunt. W Koziorozcu lub
w jego poblizu znajduja sie w grudniu trzy planety:
Wenus, Mars i Jowisz, doé¢ wezednie wiec zachodza
po zachodzie Sloiica, przay czym Wenus w polowie
miesiaca osiaga maksimum jasnosci. Saturn w Rybach
widoczny jest w pierwsze] polowie nocy. Pehnia
Ksigzyca wypada 14 XII. Ksiezyc bardzo zblizy sie

do Saturna 9 XII i do Aldebarana 13 XII, ale oba te

zblizenia dla nas wypadaja w ciagu dnia.
T K.



