Twierdzenie chinskie o resztach, czyli ciezaréwka po lesie

A|B oznacza, ze A dzieli B. W zwigzku
z tym napis gx|r — rx nalezy czytad:
ok jest dzielnikiem liczby (r — ri)".

Jarostaw WROBLEWSKI

Twierdzenie chiriskie o resztach méwi, ze dla dowolnych liczb catkowitych
T1,T2,...,Tn i naturalnych g1, g2, ..., ¢» (zero nie jest u nas liczba naturalna)
znajdzie sie takie r, ze q1|r —r1, qo|r —ra,..., gu|r — ru, o ile dla dowolnych
1 <i < j < n zachodzi podzielnod¢ NW D(q;, qj)|r; — r;j. Ostatni warunek

Jjest spelniony na przyklad wtedy, gdy liczby ¢1,¢2,. .., ¢, sa parami wzglednie
pierwsze, gdyz wéwczas NWD(qi,q;) = 1 dla i # j. Innymi stowy, mozemy
zawsze znalezé liczbe r, ktéra spelnia ustalone przez nas postulaty typu: ,niech
r dzieli sie przez ¢; z reszta r;”, jedli tylko miedzy tymi postulatami nie ma
oczywiste] sprzecznosei. Nie sposéb bowiem zadaé, aby liczba dzielita sie przez 6
z reszta 2 1 jednoczeénie przez 10 z reszta 3, bo to oznaczaloby, ze na pytanie,
czy liczba ma by¢ parzysta, odpowiadamy, ze jesteSmy za, a nawet przeciw.

Z twierdzenia tego wynika na przyktad, ze nawet bardzo dtuga (byle waska)
cigzaréwka mozna w wysokopiennym lesie zakreci¢ o 90° — cierpliwy Czytelnik
zobaczy, dlaczego.

ZADANIE 1: Dowieéé, ze dla dowolnych liczb naturalnych parami wzglednie
pierwszych p, ¢, 7 réwnanie P + y? = z” ma rozwiazanie w liczbach naturalnych
T

Rozwigzante:

Wyjdziemy od réwnosei 2" + 2" = 2"*! | postaramy sie dopasowaé ja do danego
réwnania. W tym celu zazyczymy sobie, aby p|n, g|n, r|n+ 1. Poniewaz p, q,
sa parami wzglednie pierwsze, znajdzie sie takie n, ktére jednoczeénie spelnia te
trzy zyczenia.

Wtedy (27/P)P + (27/9)1 = (2(0+D/7) | wystarczy przyjaé @ = 27/P, y = 2n/¢

i z=20+D/" odzie wszystkie wystepujace wykladniki sa catkowite.

ZADANIE 2: Dowiesc, ze réwnanie
(1) 1994 4 /1995 | 1996 _ 41998

ma rozwiazanie w liczbach naturalnych z,y, z,t.

Rozwigzante:

Zadanie mozna byltoby rozwiazaé podobnie jak poprzednie, ale przeszkadza nam
fakt, ze wykladniki nie sa parami wzglednie pierwsze. Rozlozymy je wiec na
czynniki tak, aby zobaczyé wyraznie wspdlne dzielniki:

1) 22997 4 3665 | ,2:998 _ 46333

Kazde rozwigzanie réwnania (1°) bedzie dawalo nam rozwiazanie réwnania
(2) X2+Y34+ 22 =1°%,

Whikliwy Czytelnik zauwazy, ze znalezienie rozwiazania réwnania (2) stanowi
najwieksza trudnos¢ na drodze do rozwiazania réwnania (1).

Autor nie zna lepsze] recepty na rozwiazanie réwnania (2) niz usilowanie
rozlozenia malych széstych poteg na sume dwéch kwadratéw i szeScianu metoda
préb i1 bledéw. Szybko czeka nas mila niespodzianka, bo oto 1 + 27 + 36 = 64,
czyli 1% + 3% + 62 = 2°. Ostatnia réwno$é pomnozymy przez 2° - 37, gdzie p i q
dobrane zostana tak, aby otrzymac rozwiazanie réwnania (1). Otrzymujemy

2P .31 4 9P . 30F3 4 gpi2  g0+d _ gp+6 g
Chceac otrzymad rozwiazanie réwnania (1), zazyczymy sobie, aby 1994|p, 1994|q,
1995]p, 1995|q + 3, 1996|p+ 2, 1996|¢+ 2, 1998|p+ 6 i 1998|q.

Zyczenia te nie sa sprzeczne, gdy chodzi o reszty z dzielenia p i q przez 21 3,
moga by¢ wiec zrealizowane.

ZADANIE 3: Dowiedé, ze istnieja takie ciagi (a,) i (b,) liczb naturalnych,
ze liczby an + by, , gdzie m,n € IN, sa parami wzglednie pierwsze.
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Rozwigzanie:

Mamy wykazaé, ze mozna zbudowaé taka nieskonczona tabele dodawania, aby
wystepujace w niej sumy byly parami wzglednie pierwsze. Wypelnienie tabeli

2 x 2 nie nastrecza trudnosci. Wystarczy przyjaé np. a; =1, az =3, by =2

i by = 10. Pokazemy, ze jezeli dla pewnych k > 2, [ > 2 udalo nam si¢ dobraé
odpowiednie a, i by, (n =1,2,3,...,koraz m=1,2,3,...,1), czyli wypehié
tabele dodawania k x [ sumami wzglednie pierwszymi, to mozna dolaczy¢ do niej
(k + 1)-szy wiersz (lub analogicznie (I 4+ 1)-sza kolumng). Stosujac nizej podana
procedure mozna bedzie wypelnié nieskornczona tabele dodawania.

Niech wiec ay, as, as, ..., ag i by, ba, bs, ..., by beda wybrane tak, aby liczby

ap + by, dlal < n<kil<m<I byly parami wzglednie pierwsze. Niech
P1, P2, P3, ---, Pr beda wszystkimi liczbami pierwszymi, ktére pojawiaja sie jako
dzielniki pierwsze sum wpisanych w tabeli k x [. Chcemy wybraé aj41 tak,
aby zadna z liczb ap4) + b, dla 1 < m <[, nie dzielila sie przez zadna z liczb
P1, P2, P3, -, Pr. Lapewni to, ze dopisane sumy beda wzglednie pierwsze z juz
wpisanymi.

Jak zapewnié, aby liczby ar41 + b, dla 1 < m <[, nie dzielily sie przez p,?
Otéz liczba py jest dzielnikiem pierwszym pewnej sumy wpisanej w tabeli,

ale tylko jednej. Skoro wypelnione sa co najmniej dwa wiersze, to pewien

wiersz (np. o numerze m; ) zawiera sumy niepodzielne przez p,. Zazadamy, aby
p1|@r41 — am, 1 podobnie p;laksr — am, (i =2,3,...,7), gdzie p; nie dzieli liczb
Gm; +bm,dlal <m <1

Trzeba tez zapewnié sobie, zeby liczby ar41 + by, dla 1 < m <, byly parami
wzglednie pierwsze. Niech q1,¢2,qa, ..., ¢s beda wszystkimi dzielnikami
pierwszymi liczb by, — by, dla 1 < ng < ny <1, ktére nie wystepuja wsréd liczb
P1,P2,P3, - - ., Pr. Lazadamy, aby gjlar41 —ay, dla 1< j <s. Wtedy zadna z sum
w dopisanym wierszu nie bedzie dzielita sie przez zadna z liczb q1,q2,43,...,qs,
co zapewni, ze sumy te beda parami wzglednie pierwsze.

ZADANIE 4: Dowieéé, ze istnieje 1997 kolejnych liczb naturalnych, z ktérych
kazda ma co najmniej 1997 dzielnikéw pierwszych.

Rozwigzanie:

Niech n bedzie najmniejsza z szukanych liczb. Cheae zapewnié, by n mialo duzo
dzielnikéw pierwszych, zazadamy, aby p1 - p2 - p3 - . .. - preo7|n, gdzie pi jest k-ta
liczba pierwsza. Podobnie warunek piggs - P19go - P2ooo * - - - - Pagea|n + 1 zapewnia,
ze n + 1 ma co najmniej 1997 dzielnikéw pierwszych 1 podobnie dla £ < 1996
zadamy, aby p1997k41 * P1997k+2 - P1997k+3 " - - - * P1o97k 41997/ + k.

ZADANIE 5: Dowieéé, ze istnieje 1997 kolejnych liczb naturalnych, z ktorych
kazda dzieli sie przez kwadrat liczby naturalne;j.

Rozwigzanie:
Rozumujac jak w poprzednim zadaniu wystarczy zazadaé, aby 4|n, 9n+1,
25|n -4 2,. oy pi[n—f- k s l - p%997|n+ 1996

ZADANIE 6: Dowieéé, ze istnieje 1000001 kolejnych liczb naturalnych,
z ktérych zadna nie jest suma dwoch kwadratéw liczb catkowitych.

Rozwigzante:
Skorzystamy z charakteryzacji liczb bedacych sumami dwéch kwadratéw.
Otz liczba naturalna jest suma dwéch kwadratéw liczb caltkowitych wtedy
i tylko wtedy, gdy w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby pierwsze postaci
4k + 3 wystepuja tylko w parzystych potegach. Tak naprawde wystarczy
wiedzied, ze jezeli ¢ = 4k + 3 jest liczba pierwsza, to liczba podzielna przez ¢,
ale niepodzielna przez ¢?, nie jest suma dwéch kwadratéw. Niech ¢; = 3, g2 = 7,
gz =11, g4 =19, ..., 1000000 = 32445 143, q1 000001 = 32445 191 beda liczbami
pierwszymi dajacymi przy dzieleniu przez 4 reszte 3.
Zazadamy, aby

n+k—1= q(modgd),
dla k=1,2,3,...,1000001. Spelnienie takiego uktadu kongruencji zapewnia,
ze liczby n,n+ 1,n+ 2,...,n+ 1000000 nie sa sumami dwéch kwadratéw.
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Rys. 1

Nastepujace pytanie zostalo postawione autorowi przez Jacka Swiatkowskiego
w czasie wieczornego spaceru po wsi Mystéw (woj. jeleniogérskie).

ZADANIE 7: Na plaszczyZnie dany jest pionowy odcinek dlugosci 1995. nie
zawierajacy zadnych punktéw kratowych (tj. punktéw o obu wspoétrzednych
caltkowitych). Czy mozna tak porusza¢ tym odcinkiem, aby w Zadnym momencie
nie zawieral on punktéw kratowych, a po zakoriczeniu ruchu byt polozony
poziomo?

Rozwigzanie:
Skorzystamy z wyniku poprzedniego zadania. Niech n bedzie takie, ze liczby
n, n+l, n+2 ..., n4+1000000

nie sa sumami dwéch kwadratéw. Rozwazmy okregi o srodku w poczatku

. ukladu wspétrzednych i o promieniach r = \/n
i R=+/n+1000000. Z wlasnoéci liczby n wynika, ze na

. zadnym z tych okregéw ani w pierscieniu miedzy nimi nie ma
punktéw kratowych (na rys. 1 zaznaczono okregi o promieniach

. /201 /25 - na tych okregach sa, co prawda, punkty kratowe,
ale miedzy nimi nie ma). Z twierdzenia Pitagorasa latwo
wyliczamy, ze miedzy okregami mozna umiesci¢ odeinek dlugoéci
2v/R? — r? = 2000 (na rys. 1 zaznaczono odcinek dlugosci
4 < 2/5).
Obrét wokél poczatku uktadu wspélrzednych jest zadanym
ruchem. Po wykonaniu obrotu o 90° odcinek stanie sie poziomy,
a po drodze nie napotka punktéw kratowych, gdyz ruch odbywa

L. B . .

Rys. 2

P waga

f— sie w pierscieniowym obszarze, w ktérym takowych punktéw nie
6 ma (rys. 2).
" ZADANIE 8, dla Czytelnikéw: Dowiesé, ze réwnanie

22005 4 42006 4 2007 — 42010 ;mp rozwiazanie w liczbach
naturalnych z,y, z,t.

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 826. Figura przestrzenna K ma te wlasnosé, ze jej czes¢ wspdlna z kazda
plaszczyzna jest kolem otwartym (bez brzegu) albo zbiorem pustym. Udowodni¢, iz K
jest kula otwarta albo zbiorem pustym.

Rozwiazanie na str. 17

M 827. Inwersja j wzgledem sfery o $srodku O i promieniu r to takie przeksztalcenie
przestrzeni bez punktu O w przestrzeii bez punktu O, ze dla dowolnego punktu

X € R®\ {0} zachodzi réwnoéé OX - OY = r? i punkt Y = j(X) lezy na pélprostej
OX . Udowodnié, ze w tej inwersji obrazem sfery nie przechodzacej przez punkt O

bedzie sfera.

Rozwiazanie na str. 11

M 828. Udowodnié, ze w tej inwersji obrazem okregu nie przechodzacego przez
punkt O (patrz zadanie M 827) bedzie okrag.
Rozwiazanie na str. 10

(Zadafi M 827 i M 828 nauczyl mnie pan Jerzy Bednarczuk.)
Redaguje Jarostaw KULPA

F 463. Réwnia pochyla o kacie nachylenia o = 30° i masie M = 2 kg znajduje sie na
wadze. Na réwni znajduje si¢ cialo o masie m = 1 kg, ktére zeélizguje sie bez tarcia.
Obliczyé, jakie bedzie wskazanie wagi.

Rozwiazanie na str. 12

F 464. Powszechnie wiadomo, ze dioda przewodzi w jedna strong, a nie przewodzi
w druga. Jezeli do diody w kierunku przewodzenia przylozymy napiecie U = 0,2 V,
to bedzie plynal przez nia prad I. Oszacowaé, ile razy mniejszy prad bedzie plynal
w kierunku zaporowym, gdy odwrécimy napiecie.

Rozwiazanie na str. 16

3



