
SPRAWDZSfE Trójki pitagorejskie

Trójka pitagorejska to trójka (a, b, c) dodatnich liczb calkowitych, które spelniaja
warunek

(1) a2+b2=c2,

np. (3,4,5), (5,12,13), albo (201,20200,20201). Jesli dlugosci boków trójkata

prostokatnego tworza trójke pitagorejska, to ów trójkat nazywamy trójkatem

pitagorejskim. By dowiedziec sie, jak generuje sie trójki pitagorejskie, wystarczy

zaopatrzyc w dowód wszystkie podane nizej ponumerowane twierdzenia.

Potrzebna jest w tym celu solidna znajomosc matematyki w zakresie szkoly

podstawowej.

1. Wsród wszystkich trójkatów pitagorejskich podobnych do ustalonego trójkata

istnieje trójkat naj mniejszy. Dlugosci jego przyprostokatnych a i b sa liczbami

wzglednie pierwszymi.

Trójke pitagorejska (a, b, c), w której a i b sa wzglednie pierwsze, nazwiemy

trójka pierwotna·

2. Trzy liczby naturalne tworzace trójke pierwotna sa parami wzglednie

pIerwsze.

P.S.

Podsumowujac uzyskane do tej pory informacje mozemy bez klopotu podac

sposób generowania wszystkich trójek pierwotnych.

8. Jesli (a, b, c) jest trójka pierwotna, to

(4) a=m2-n2, b=2mn, c=m2+n2

dla pewnych liczb naturalnych m i n (m> n) jednoznacznie wyznaczonych przez

c i a. Liczby m i n sa wzglednie pierwsze; dokladnie jedna z nich jest parzysta.

9. Na odwrót, jesli liczby naturalne m > n sa wzglednie pierwsze i dokladnie

jedna z nich jest parzysta, to liczby a, b i c, okreslone wzorami (4), tworza trójke

pierwotna·

Moral z tego wszystkiego plynie nastepujacy.

10. Jesli r, m i n sa dowolnymi liczbami naturalnymi i m > n, to liczby

(5) a = r(m2 - n2), b = 2rmn, c = r(m2 + n2)

tworza trójke pitagorejska; w dodatku, w ten sposób mozna uzyskac wszystkie,

nie tylko pierwotne, trójki pitagorejskie (a, b, c).

A na deser proponujemy jeszcze dwa eleganckie twierdzenia.

11. Promien kola wpisanego w trójkat pitagorejski jest liczba naturalna.

12. Iloczyn liczb (a, b, c) tworzacych trójke pitagorejska dzieli sie przez
3·4·5= 60.

3. W kazdej trójce pierwotnej jedna z liczb a, b jest parzysta, a druga - nie.

W kazdym z punktów 4-7 ponizej zakladamy, ze trójka liczb naturalnych (a, b, c)

jest trójka pierwotna, w której b = 2k jest liczba parzysta.

4. Dla pewnych liczb naturalnych x, y mamy

(2) c - a = 2x, c + a = 2y .

5. Liczby naturalne x, y, okreslone równaniami (2), sa wzglednie pierwsze.

Z powyzszego faktu i z jednoznacznosci rozkladu liczby b2 = (c - a)( c + a) na

czynniki pierwsze plynie nastepujacy wniosek.

6. Liczby x i y okreslone równaniami (2) sa pelnymi kwadratami: dla pewnych

m, n naturalnych mamy

(3)

Ponadto, latwo sprawdzic, ze

7. Dokladnie jedna z pary liczb m, n jest parzysta, a liczba b dzieli sie przez 4.

Rozwiazanie zadania F 463.
Sita nacisku ciala m na równie wynosi

N = mg cos a. Skladowa pionowa tej sily

N cos a = mg cos' a cisnie na wage·

Zatem wskazanie wagi podczas ruchu

ciala wyniesie

w = M + m cos' a = 2,75 kg.

Wskazówka: kwadrat dowolnej liczby

naturalnej daje z dzielenia przez cztery

reszte O lub L
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