Funkcja zeta Riemanna, cze$¢ II — hipoteza Riemanna

Rys. 1

Dobrze znane sg wzory na sume
kolejnych liczb naturalnych czy sume ich
kwadratéw:
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Szwajcarski matematyk Jacob Bernoulli
(1654-1705) postawil sobie za cel
znalezienie ogélnego wzoru na sume
k-tych poteg kolejnych liczb naturalnych
dla k =0,1,2,... Doprowadzilo go to
w naturalny sposéb do pewnego ciagu
liczb wymiernych By, nazwanych péiniej
jego imieniem. Okazuje sie, ze
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daleko glebsze zastosowanie niz tylko
we wzorze na powyzsza sume. W §wietle
tego, co powiedzielidémy w §2, nie jest
zaskakujgace, ze niektdre wartodei funkeji
zeta wyrazajg si¢ (miedzy innymi) za
pomocy liczb Bernoulliego.

Niemiecki matematyk E. Kummer

w 1847 r. udowodnil Wielkie Twierdzenie
Fermata dla tzw. regularnych liczb
pierwszych i podal ladne kryterium na
regularnos¢ liczby pierwszej za pomoca
liczb Bernoulliego.

Roman DWILEWICZ i Jdin MINAC

1. Przypomnienie
Dla przypomnienia, w pierwszej czesci tego artykutu zdefiniowaliémy funkcje
zeta Riemanna ¢ = ¢(s) nastepujacymi wzorami:
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gdzie iloczyn nieskoriczony jest po wszystkich liczbach pierwszych. Choé
powyzsze wzory maja sens tylko dla s = a + ib z pétplaszczyzny a = Res > 1,
to jednak funkcja zeta moze by¢ analitycznie przedtuzona na cala plaszczyzne
zespolona C z wyjatkiem 1 (patrz rys. 1). Wiemy tez, ze funkcja analityczna
zespolona f lokalnie w otoczeniu punktu zp moze byé przedstawiona jako
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2. Dziwne wzory na sumy szeregéw rozbieznych
Fakt, ze funkcja ((s) jest dobrze zdefiniowana na C oprécz 1, moze byé
wykorzystany do nadania ,sensu” pewnym szeregom rozbieznym i podania

wartosci ich ,sum”. Na przyktad formalnie w (1) mozemy wstawié s = 0, s = —1
Do [=u]

lub s = —2. Oczywicie, patrzac bezposrednio na szeregi 3 1,.5 n lub
n=1 n=1

o0
> n? nie mozemy powiedzieé, ze ich sumy sa skoficzone, bo kazdy widzi, 7e sg
n=l

nieskonczone.

Natomiast gdy spojrzymy na sumy powyzszych szeregéw jako na wartoéci
€(0) = -1/2, {(-1) = —=1/12 czy {(—2) = 0, mozemy ,,powiedzieé”, ze
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co jest nieco zaskakujace. W ten sposéb patrzyl na niektdre szeregi rozbiezne
juz Euler. Prawie dwiescie lat pozniej odkry} to na nowo matematyk hinduski
Ramanujan (1887-1920), czym poruszyl wielu mu wspdlczesnych.

3. Niektdre fascynujace wartoéci funkcji zeta

Jak widaé, problem wartoéci funkcji zeta jest doéé wazny. Niestety, dla niewielu
argumentéw s znane sa wzory na ((s). Najbardziej znane sa wartoéci, ktére
podal juz Euler:
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C(ﬁ)—1—6+2—5+3—5+.--—-E, ~C(8)—-1—8+2—8+3—8+~-—9—4'5—0:
lub ogdlniej ¢(2k) = (_1)"+122’°"1n2"%, dlak=1,2,..., gdzie B; sa
tzw. liczbami Bernoulliego (zob. margines). Ponadto mamy
—1)*
C(=2k) =0, ¢(1-2k)= g—%k‘gi, dla k=1,2,...

Okazuje sie, ze wartosci funkcji zeta w punktach 0, —1, —2, ... moga byé
otrzymane w inny ciekawy sposéb (patrz [M]). Mianowicie, zeby otrzymaé
np. ¢(0), bierzemy sume pierwszych = — 1 skltadnikéw w (1) dla s = 0, czyli
1+ 1+...4+ 1 wzigte z — 1 razy, co daje wlaénie z — 1, traktujemy te
sume jako funkcje zmiennej rzeczywistej 2 i catkujemy od 0 do 1, dostajac
1

J(z = 1)dz = —1/2. Podobnie dla ¢(—1), bierzemy sume pierwszych z — 1
0
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Rys. 2. Jedli Czytelnik udowodni,

ze funkcja { nie zeruje sie wewnatrz
szaro-kolorowego pasa, to bedzie bardzo
stawnym matematykiem.

Dla ciekawosci podamy pierwszych
kilka nietrywialnych zer funkcji zeta

z dokladnoécia do dwdch miejse po
przecinku: & + it dla t = 14,13; 21,02;
25,01; 30,42; 32,03; 37,58.

Rys. 3. W kolorowym prostokacie jest
okolo %log% - :% zer funkeji ¢.

sktadnikéw w (1) dla s = —1, czyli 1 + 2+ ...+ (z — 1), co da z(z — 1)/2,
traktujemy to jako funkcje zmiennej rzeczywistej « i catkujemy od 0 do 1,
1

otrzymujac [z(z —1)/2dz = —1/12.
0

Natomiast wzory na ((2k + 1), dla k = 1,2,..., nie tylko nie sa znane, ale nie
wiadomo nawet, czy liczby ((2k + 1) sa wymierne, czy nie (oprécz ((3), ktérej
niewymierno$¢ udowodnit francuski matematyk R. Apéry w 1978 roku, [A], [P]).

4. Co to jest hipoteza Riemanna?

Jak juz wezesniej zauwazyliSmy, funkcja ((s) nie zeruje sie dla Res > 1.

Ze wzoru na przedluzenie (ktérego tu nie bedziemy przytaczaé) wynika,

ze jedynymi zerami w pélplaszezyinie Res < 0sa s = -2k, dlak=1,2,...

Sa to tak zwane zera trywialne. Pozostale zera funkeji zeta leza wiec

w tzw. pasie krytycznym 0 < Res < 1 (patrz rys. 2). Te zera nazywaja si¢
zerami nietrywialnymi. W obecne]j erze komputeréw policzono pierwszych
péttora miliarda zer nietrywialnych z dokladnoscia do kilku miejse po przecinku.
Wszystkie leza na prostej Res = %, tzw. prostej krytycznej (patrz rys. 2). Nie
pozwala to, oczywiscie, twierdzi¢, ze wszystkie nietrywialne zera leza na tej
prostej. Przypuszczenie, ze tak w istocie jest, nazywa si¢ hipotezq Riemanna
(dalej w skrécie HR) i bylo sformutowane po raz pierwszy przez Riemanna

w jego stynnej pracy z 1859 roku. Po udowodnieniu Wielkiego Twierdzenia
Fermata przez Andrew Wilesa w 1995 roku mozna chyba powiedzieé, ze hipoteza
Riemanna jest najwazniejsza hipoteza we wspodlczesne] matematyce. Przez
prawie pdltora wieku najwybitniejsi matematycy prébuja ja udowodnié lub
obalié, niestety, bez wiekszych sukceséw.

Nawet slabsze wersje hipotezy Riemanna nie sa udowodnione. Np. nie wiadomo,
czy istnieje taka liczba 1/2 < ag < 1, ze ((s) # 0 dla ap < Res < 1. Nie wiadomo
tez, czy wszystkie nietrywialne zera funkcji zeta sa proste czy wielokrotne,

tzn. czy pochodna funkcji zeta w punktach zerowych jest rézna czy réwna zeru.

Natomiast jest wiele cz¢sciowych wynikéw idacych w kierunku HR. Angielski
matematyk G.H. Hardy udowodnil w 1914 roku, ze na prostej Re s = %

Jjest nieskonczenie wiele zer. Dwaj matematycy francuscy, J. Hadamard

i Ch.J. de la Vallée Poussin, udowodnili niezaleznie w 1896 roku, ze ((s) nie
zeruje sie na prostej Res = 1, co razem ze wzorem na przedluzenie daje, ze
funkcja nie zeruje si¢ tez na prostej Res = 0.

Mozna tez ,oszacowac” liczbe zer funkeji zeta. Mianowicie, jedli oznaczymy
przez N(T') liczbe zer funkcji zeta w prostokacie 0 < Res <1, 0 < Ims < T
(patrz rys. 3), to ma miejsce nastepujaca wlasnosé:

N(T)m—wlog———,

tzn. N(T) zachowuje sie ,prawie” jak prawa strona dla duzych T'. Oszacowanie
to przewidzial Riemann w 1859 r., ale dowdd znalazl dopiero H. von Mangoldt
przeszto 30 lat pozniej.

Jesli HR okazataby si¢ prawdziwa, wyjasniloby to wiele probleméw wspélezesnej
matematyki. Wiele twierdzenn ma obecnie postaé: Jesli HR jest prawdziwa, to. . .
- strach wigc pomysleé, co by bylo, gdyby udalo sie HR obalié.

5. Pare konsekwencji hipotezy Riemanna

Jednym z gléwnych powodéw badania funkeji zeta bylo zainteresowanie
rozktadem liczb pierwszych. Mianowicie, dla naturalnych z zdefiniujmy funkcje
w(z) jako ilosé liczb pierwszych mniejszych bgd? réwnych x. Istnieje konkretna
zalezno$¢ migdzy ta funkcja a funkcja zeta Riemanna. Nie bedziemy wdawaé
si¢ w szczeglly, bo wychodzi to juz poza ramy tego artykulu; powiemy jedynie,
ze wspomniani juz Hadamard i de la Vallée Poussin uzywajac wtasnie funkcji
zeta Riemanna udowodnili, ze

(2) (z) ~

tzn. m(z) dla duzych z zachowuje si¢ podobnie jak iloraz po prawej stronie.
Jest to najprostsza wersja tzw. Twierdzenia o Liczbach Pierwszych. To, jak
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log =
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Oszacowania w rodzaju (3) wykorzystuje
sie m.in. do numerycznego wyznaczania
statej Bruna, czyli sumy odwrotnosci
liczb pierwszych blizniaczych (jest

to liczba skoticzona). Przy takiej

wlaénie okazji (przypadkiem) wykryto

w 1994 roku blad w konstrukeji
procesora Fentium — pisalidmy o tym

w Delcie 10/1997.

Red.
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dobrze mozemy oszacowaé blad przyblizenia (2), zalezy od rozkladu zer funkeji
zeta Riemanna. Najlepsze oszacowanie bledu otrzymalibysmy, gdyby HR byla
prawdziwa.

Inna ciekawa konsekwencja HR jest implikowane przez nia oszacowanie réznicy
kolejnych liczb pierwszych. Jesli przez p, oznaczymy n—ta liczbe pierwszy,
to z HR wynika, ze istnieje taka stala C' (niezalezna od n), ze

(3) Pnt1 — Pn < CV Pn log pn -

Bez zalozenia HR powyzszego oszacowania nie udalo sie otrzymac. Problem
oszacowania réznicy kolejnych liczb pierwszych ma dluga historie. Udaje sig
otrzymac oszacowania typu '

Pnt1 —Pn S C it
dla réznych a oraz ¢ > 0 dowolnie maltego. Oczywiscie gtéwna role po prawej
stronie gra czynnik p. Tutaj zaczynano od a =1 — ﬁlﬁﬁﬁ (G. Hoheisel,
1930), poprzez a = 1 — 535, 5/8, 3/5, 7/12, 13/23, 11/20, 17/31, 23/42, az do
a = 0,635. Ostatni wynik otrzymali R.C. Baker i G. Harman w 1996 r.

Oczywiécie, jest wiele innych konsekwencji HR, ktdre dotycza liczb pierwszych.
Czytelnik moze znalezé je w cytowanych monografiach. Sa réwniez konsekwencje
nie zwiazane bezpoérednio z liczbami pierwszymi. Dla przykladu wspomnimy tu
o dwdch. Jan Moser (stowacki matematyk) w serii prac w latach 80. biezacego
stulecia wskazal na zastosowanie funkcji zeta w kosmologii. Mianowicie,
zakladajac, ze HR jest prawdziwa, skonstruowal on rozwiazania réwnan
Einsteina—Friedmana, dotyczace sferycznych modeli Wszechswiata. W innych
pracach uzyto uniwersalnego charakteru funkcji zeta (zwiazane to jest

z rozkladem wartosci funkcji zeta) do wyliczenia tzw. calek Feynmana po
trajektoriach, ktére maja duze znaczenie w mechanice kwantowej.

6. ,,Jnne” hipotezy Riemanna

Analizujac przez przeszlo dwiescie lat funkcje zeta, matematycy prébuja réznych
metod: np. uogdlniania funkcji zeta czy definiowania funkeji zeta—podobnych.
Pozwala to lepiej zrozumieé oryginalna funkcje zeta Riemanna. Oczywiscie,
naturalne jest pytanie o prawdziwos¢ odpowiednika HR dla tych mutantow.

Wprowadzono np. analogi funkcji zeta, ktore sa zwigzane z pewnymi typami
krzywych algebraicznych. Jak udowodnil w 1942 r. jeden z najwybitniejszych
wspolczeénie zyjacych matematykéw, André Weil, odpowiednik hipotezy
Riemanna jest prawdziwy dla niektorych z tych nowych funkeji. 31 lat pézniej
belgijski matematyk, Pierre Deligne, udowodnil prawdziwos¢ pewnej nieco
ogdlniejszej hipotezy Weila i otrzymal za to w 1978 r. w Helsinkach Medal
Fieldsa (wéréd matematykéw uznawany za odpowiednik Nagrody Nobla w ich
dziedzinie).

Ostatnio ukazala sie bardzo ciekawa praca [C] innego francuskiego matematyka,
Alaina Connesa (laureata Medalu Fieldsa wreczonego w 1983 r. w Warszawie),
w ktérej proponuje on inne podejscie do hipotezy Riemanna. Moze jest to
pierwszy krok do jej udowodnienia. . .

Z drugiej strony, dla wielu innych funkeji zeta—podobnych odpowiednik hipotezy
Riemanna nie jest prawdziwy. Ten, kto udowodni oryginalna hipoteze Riemanna
(przed czterdziestka — jest to jeden z warunkéw otrzymania medalu!), jest niemal
stuprocentowym kandydatem do Medalu Fieldsa.

7. Zakonczenie

Nawet z tak krétkiego 1 przegladowego artykulu widaé, ze problematyka
zwiazana ze zdefiniowana tak naturalnie funkcja zeta Riemanna jest trudna

i gleboka; widaé tez, jak duzo (a z drugiej strony, jak malo) o tej funkeji
wiadomo. Do badania tak prosto okreslonej funkeji uzywa sie skomplikowanego
aparatu z réznych dziedzin matematyki: analizy zespolonej, teorii liczb,
geometrii algebraicznej, analizy harmonicznej i wielu innych. By¢ moze ktorys
z Czytelnikéw, zafascynowany pieknem funkcji ¢, przyczyni si¢ do odkrycia jej
tajemnic.
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