Dalekie cyfry m
Pawet STRZELECKI

W pierwszym numerze Mathematical Intelligencer z 1997 roku panowie
David Bailey, Jonatan i Peter Borweinowie oraz Simon Plouffe w artykule
Poszukiwanie w opisuja m.in. algorytm pozwalajacy znalezé np. miliardowa cyfre
rozwiniecia liczby m w ukladzie szesnastkowym, bez koniecznosci znajdowania
poprzednich cyfr. Jest to o tyle ciekawe, ze liczba 7 jest niewymierna, a wiec
cyfry jej rozwiniecia (przy dowolnej podstawie) uktadaja sie w sposéb
nieokresowy, chaotyczny. Algorytm jest zadziwiajaco prosty, matematyke
stojaca u jego podstaw zna student pierwszego roku (albo nawet maturzysta
z ambicjami), a Czytelnicy lubiacy obcowaé z komputerem bez klopotéw
napisza odpowiedni program. Jednym stowem, az si¢ prosi, zeby opowiedzie¢
o wszystkim na naszych tamach.

Punktem wyjécia do konstrukeji algorytmu jest réwnosé
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Do zrozumienia kolejnych krokéw nietrudnego dowodu wystarczy nam
(w zasadzie. . . ) umiejetno$¢ znajdowania sumy szeregu geometrycznego
i caltkowania funkeji wymiernych. Oto szczegoly.
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Szereg po prawej stronie jest zbiezny niemal jednostajnie na przedziale (-1, 1),
a to znaczy, ze mozna go, bez obaw o wynik, scatkowa¢ wyraz po wyrazie na
dowolnym przedziale domknietym zawartym w (-1, 1). Zatem,
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Korzystajac z tej réwnosci tatwo sprawdzamy, ze
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ﬁs Osoby starsze o nastawieniu sadystycznym kazalyby te catke obliczy¢ leniwym
Rewinsante endasin Mazs: studentom walezacym o zaliczenie ¢wiczen z analizy. Dla tych, ktérzy nie

Przeksztalcany okrag jest czgscia wspélna  dysponuja krélikami doswiadczalnymi, wskazujemy poszczegdlne kroki.
pewnych dwéch sfer nie przechodzacych
i;r:;:v:;:'}; ;‘25‘Wil’f;z:ggcf;?;gﬁf:;o Po pierwsze, licznik i mianownik fukcji podcatkowej skracamy przez (1 + z2),
zadania, czedcig wspdlna dwéch sfer. a nastepnie wprowadzamy nowa zmienna y = z+/2, zeby pozbyé sie obrzydliwych
Jest to wiec zbidr pusty, punkt, okrag
albo sfera. Czytelnik zechce samodzielnie
wykluceyé przypadki przeczace tezie
zadania.

A jaki jest obraz w inwersji j okregu I
przechodzacego przez punkt O7

pierwiastkéw i otrzymad réwnosé
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Fig 8

Uwaga:

zmodl =z — [z]

Kolejne cyfry ukladu szesnastkowego to:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C.DEF.

oy

Rozwigzanie zadania M 827,

Niech p bedzie prosty przechodzacy
przez punkt O i srodek przeksztalcane)
sfery, P zas niech bedzie dowolna
plaszczyzna zawierajaca prosty p. Jak
tatwo zauwazyé, inwersja j bedzie
przeksztalead punkty z plaszczyzny P
na punkty z plaszczyzny P, a jesli
rozwazad tylko jej obeiecie do
plaszezyzny P, to stanie sie zwykla
plasksy inwersja wzgledem okregu

o drodku O 1 promieniu r. Z wlasnosci
plaskiej inwersji wnosimy, ze przekrdj
obrazu przeksztalcane] sfery
plaszczyzng P bedzie pewnym okregiem
na plaszczyznie P, o frodku lezacym
na proste] p. Poniewaz plaszczyzne P
mozemy wybieraé dowolnie, z symetrii
obrotowe) wzglgdem proste] p wynika
teza zadania.

Poniewaz
P4y —2=(+2y+2)(y- 1),
v +a=("+20+2) (v -2y +2),
wiec ostatecznie mamy
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co konezy dowdd wzoru (1) — nieuczciwy o tyle, ze wzdr najpierw odgadnieto na
podstawie wielu eksperymentéw numerycznych, a dopiero potem udowodniono.

1
+4arctg(y — l)) =
0

Rozwazmy teraz jedna z czterech sum po prawej stronie wzoru (1), np.
- 1
S = R TN R Tt |
> ;0 163 (85 + 1)

Cyfre, ktéra stol na (n + 1)-szym miejscu rozwiniecia szesnastkowego liczby
S1, zobaczymy takze na samym poczatku rozwiniecia (szesnastkowego) czesci
utamkowej liczby 16" - S;. (Kto nie czuje sie przekonany, niech sprawdzi
najpierw, ze cyfra setnych liczby z to [10(10z — [10z])].) By wykorzystaé te
prosta obserwacje, zapiszmy réwnosci
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Licznik kazdego sktadnika pierwszej (skonczonej!) sumy mozna tatwo obliczyé,
wykorzystujac szybki algorytm znajdowania poteg liczby naturalnej opisany
przez W. Guzickiego w Delcie 3/1997. Dzielenie i dodawanie modulo 1

z rozsadna dokladnoscia to tez operacje nieskomplikowane. Jedli zaé chodzi

o druga sume, to wystarczy z niej wzia¢ kilka poczatkowych wyrazéw — caly
nieskonczony ogon nie ma bowiem wplywu na pierwszych kilku cyfr rozwiniecia
szesnastkowego liczby 16" S; — [16™S;] (mozna si¢ o tym przekonaé stosujac
kryterium poréwnawcze i wzér na sume szeregu geometrycznego).

7 pozostalymi sumami wystepujacymi po prawej stronie (1) nalezy postapié
podobnie. Dopracowanie szczegdltow technicznych, oszacowanie zlozonoéci
obliczeniowej i napisanie odpowiedniego programu nie powinno sprawié
Zainteresowanym Czytelnikom zbyt wielu trudnosci. Niejaki Fabrice Bellard
twierdzi podobno, ze w rozwinieciu szesnastkowym 7 na miejscu o numerze 10!
zaczyna si¢ ciag cyfr 9C381. .. Chetnie napiszemy o tym, ze nasi Czytelnicy sa
lepsi.

Zabawa w znajdowanie dalekich cyfr rozwinieé = ma, whrew pozorom, takze
pewien sens praktyczny. Dzieki probom przyspieszania takich obliczert stworzono
m.in. nowe algorytmy szybkiego mnozenia macierzy, szeroko stosowane

w réznych dziedzinach. Ponadto, programy obliczajace = wykorzystuje sie

do testowania poprawnoéci dzialania sprzetu komputerowego i systeméw
operacyjnych. W styczniu 1986 wykryto np. w ten sposéb blad w dziataniu
Jednego z komputeréw Cray 2 w oérodku obliczeniowym NASA.

Z przykrodcig informujemy natomiast, ze dla cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby
7 podobny algorytm nie jest znany — aby dowiedzieé sig, jaka jest n-ta cyfra
dziesietna m, trzeba najpierw poznaé wszystkie poprzednie.
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