Fourier, falki i FBI

W 1822 roku Jean Baptiste Joseph Fourier w swojej
Analityeznej teorii ciepta pisal, ze choé réwnanie
przewodnictwa cieplnego ma szczegdlnie prosta
postaé, to jednak . ..znane metody nie dostarczajg
zadnego ogdlnego sposobu jego catkowania; nie mozemy
zatem wnioskowaé o wartosci temperatury po uptywie
okreslonego czasu. Jednakze liczbowa interpretacja

jest niezbedna (...) - jak dlugo jej nie mamy, mozemy
mdéwié o niepelnosci i bezuzytecznosci rozwigzan.

Najwazniejszy zapewne w zyciu Fouriera pomyst
polegal na tym, by rozwiazania jednowymiarowego
réwnania dyfuzji, opisujacego np. rozchodzenie sie
ciepla w metalowym precie, szukaé w postaci szeregu

ap(t) + Z (an (t) cos nz + by (t) sin nx) :

Pomyst ten prowadzi do ogdlnej metody catkowania
réwnania dyfuzji, m.in. dzigki temu, ze kazda w miare
porzadna funkcja okresowa (a co za tym idzie, kazdy
poczatkowy rozkltad temperatury wzdhuz preta)

daje sie przedstawié¢ w postaci sumy odpowiedniego
szeregu sinuséw i cosinuséw — takiego, jak wyzej, tylko
o wspétezynnikach niezaleznych od czasu t. Szeregi

tej postaci nazywamy szeregami Fouriera; przydaja
sie one nie tylko do rozwiazywania jednowymiarowego
réwnania dyfuzji, ale takze do bardzo wielu innych
rzeczy.

W przestrzeni L?(—m, ) funkcji catkowalnych
z kwadratem na odcinku (—m, ) wyposazonej

w iloczyn skalarny (f,g9) = [ f(z)g(z)dz funkcje

sinnz (n=1,2,..)icosnz (n=0,1,2,...) stanowia
baze ztozona z wektoréw parami prostopadlych,
zupelnie tak, jak wektory (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

w tréjwymiarowe] przestrzeni euklidesowej.
Wspétezynniki szeregu Fouriera funkeji f mozna wiec
uwazaé za wspolrzedne wektora f w pewnej bazie.
Znajduje sie je tak, jak w geometrii euklidesowej

— obliczajac iloczyny skalarne f i wektoréw bazy. To
bardzo uzyteczna analogia.

Niestety, lokalne wlasnoéci funkeji przenosza si¢ na
globalne wlasnoéci jej szeregu Fouriera. Na prayklad,
nieciagtoéé funkcji powoduje, ze jej szereg Fouriera
musi zawieraé nieskonczenie wiele sktadnikow;
wnioskowanie w druga strone jest na ogél zadaniem
bardzo trudnym, a o dokladnym umiejscowieniu owej
nieciagloéci nie ma co marzyé. Dlatego, gdy kodujemy
w postaci szeregu Fouriera zapis nagrania godzinnego
koncertu, to zaburzenie nagrywania w ostatnich trzech
minutach wplynie na caty szereg Fouriera. Méwiac
inaczej, szereg Fouriera sygnatu diwickowego zawiera
wprawdzie pelna informacje o czestosciach dzwigkéw
sktadajacych sie na 6w sygnal, ale jest to informacja
starannie ukrywajaca zalezno$é¢ czestodci calego
sygnalu od czasu.

Swoistym panaceum pozwalajacym nie tylko
zakodowaé zawily sygnal w postaci sumy wielu
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sygnaléw prostszych, ale przy okazji odnalezé 6w
utracony w przypadku szeregdw Fouriera czas, sa

tak zwane falki (po angielsku wavelets). Funkcje

¥ nazywa sie falka (czasem matka-falka), jesli
uzyskane z niej przez skalowanie i przesuniecie funkcje
Y(2"z + k), gdzie n i k s3 calkowite, stanowia bazg
przestrzeni L?. Jak udowodnila Ingrid Daubechies

w 1987 roku, istnieja matki—falki znikajace poza
pewnym przedzialem domknietym (patrz rysunek).
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prawnuczka

matka falka

Uzyskane z nich cérki, wnuczki, prawnuczki itd. maja
waziutkie noéniki i strome wykresy. Dzieki temu
yfalkowy” szereg funkcji nieporéwnanie lepiej od
szeregu Fouriera odzwierciedla np. jej nieciaglosé czy
gwaltowna zmiane wartoéci na malym przedziale.
Rézne sygnaly z pomoca falek mozna kodowad,
kompresowaé i czyscié z niepotrzebnych szuméw duzo
oszczednie] — wystarczy braé duzo mniej wyrazdw
odpowiedniego szeregu. W dodatku, gdy kodujemy
np. zdjecie, to matki-falki odpowiadaja tylko za
ogdlny zarys widocznego obiektu, a wnuczki czy
prawnuczki — za drobne detale. Jesli nie interesuja nas
pojedyncze wlosy sfotografowanej osoby, to wystarczy
zapomnieé o falkach dalekich generacji. Wieksze
charakterystyczne cechy obrazu nie ulegna przez to
znieksztalceniom. Za to w przypadku kodowania
obrazu w postaci szeregu Fouriera podobny zabieg
mogltby mie¢ zgubne konsekwencje.

Dzieki tym zaletom falki moga sie pochwali¢
spektakularnymi zastosowaniami. Jest wérdd nich
m.in. stworzenie przez FBI wielkiej komputerowej
bazy danych z odciskami palcéw (przedtem 200
milionéw kompletéw odciskéw przechowywano w tej
instytucji po prostu na kartonowych fiszkach) albo
oczyszezenie z szumow starych, bezuzytecznych
weczeénie) z punktu widzenia muzykologéw, nagran
Brahmsa wykonujacego wlasne utwory — dzigki falkom
wiadomo przynajmniej, co gral artysta. Falki stosuje
sie tez do wykrywania todzi podwodnych wéréd
licznych szuméw tla morskiego, do badania pradéw
oceanicznych i opisu wielkoskalowego rozkladu materi
we Wszechswiecie.

Dluga lista zastosowan falek, wyrostych sposréd
abstrakcji analizy funkcjonalnej, moze by¢ istotnym
powodem rewizji pogladéw dla oséb sadzacych, ze
racje bytu maja tylko badania naukowe o wyraznym

praktycznym celu.
PS.



