SPRAWDZ SIE

Tzometria — przeksztalcenie nie
zmieniajgce odleglodci.

Figura stala w danym przeksztalceniu to
taka, ze obraz kazdego jej punktu tez jest
jej punktem — punkty te nie musza byé
stale.

Symetria osiowa — izometria, ktérej
wszystkie punkty stale tworza prosta.

Symetria z poslizgiem — zlozenie

symetrii z przesunigciem o wektor
réwnolegly do jej osi; jedynie wtedy
obojetna jest kolejnoéé wykonywania tych
przeksztalcen.

Dla dowolnego przeksztalcenia A i p
przez pA rozumiemy zlozenie, czyli
wykonanie najpierw przeksztalcenia A,
a potem u, przez A? oznaczamy zlozenie
przeksztalcenia A z nim samym,

przez A~ ! oznaczamy przeksztalcenie
odwrotne do A itd.

Stowo Banacha ma zwigzek z problemem
paradoksalnego rozkladu kuli i istnieniem
miary uniwersalnej, ale to zupelnie inna
historia.

Slowo Banacha

Proponujemy sprawdzanie wtasnej sprawnosci na izometriach plaszczyzny
~ stowo Banacha bedzie punktem docelowym naszych rozwazai.

A oto ciag twierdzen, z ktérych kazde nietrudno wynika z poprzednich.
Szanowny Czytelniku — przypomnij sobie lub wymysl odpowiadajace im dowody.
Nie ma tu nic, czego nie miatby wiedzie¢ uczeri szkoly éredniej, wiec na pewno
kazdemu si¢ uda. Przypominamy: izometrie, o ktérych mowa, to izometrie
plaszezyzny.

1. Jesli izometria ma jeden punkt staly, to stale sa wszystkie okregi o $rodku
w tym punkcie.

2. Jedli izometria ma dwa punkty stale 4 i B, to ma ich wiecej — co najmniej
wszystkie punkty prostej AB.

3. Jesli izometria ma trzy niewspdlliniowe punkty stale, to jest identycznoscia
(kazdy punkt jest jej punktem stalym).

4. Izometria jest jednoznacznie wyznaczona przez obrazy trzech
niewspdHiniowych punktéw.

5. Kazda izometria jest zlozeniem dwdch lub trzech symetrii osiowych (najlepsza
forma dowodu jest tu podanie algorytmu nakladajacego za pomoca symetrii
dany tréjkat na przystajacy do niego).

6. Zlozenie dwéch symetrii o osiach réwnoleglych to przesuniecie (nie od rzeczy
jest tu wskazal wektor tego przesuniecia).

7. Zlozenie dwéch symetrii o osiach przecinajacych sie to obrét (o jaki kat?).

8 (Arnold Schmidt). Zlozenie trzech symetrii osiowych o osiach parami
réwnoleglych, jak tez o osiach przechodzacych przez jeden punkt, to tez symetria
osiowa.

9. Pozostale ztozenia symetrii osiowych to symetrie z poélizgiem. -
Uwaga: twierdzenia 6 — 9 skladaja si¢ na twierdzenie Michela Chaslesa:
kazda izometria plaszczyzny to przesunigcie, obrdt lub symetria z poslizgiem
(dopuszezamy poslizg zerowy).

10. Ztozenie dwéch przesunigé to tez przesuniecie.
11. Ztozenie dwéch obrotéw to obrét lub przesuniecie (kiedy co?).
12. Jedli przeksztalcenie ¢ jest izometria, to ? jest przesunieciem lub obrotem.

13. Jedli @ i 9 sa izometriami, to 212212 jest przesunieciem.

Tu warto chyba da¢ wskazowki.

1° Nalezy oddzielnie rozpatrzeé cztery przypadki wyznaczone przez

twierdzenie 12, a wigc przesuniecie-przesuniecie, przesuniecie-obrét,
obrét-przesuniecie, obrét-obrét, z ktérych istotnie trudny jest ostatni.

2° Jedli v i 6 sa obrotami o réznych srodkach i ich zlozenie tez jest obrotem,

to 67 i 6 sy obrotami o ten sam kat, ale o réznych érodkach.

3° W przypadku przesuniecie-przesuniecie zawsze otrzymujemy identycznoéé — to
tutaj nie ma znaczenia, ale bardzo pomaga w dowodzie nastepnego twierdzenia.

14 (Stefan Banach). Jeéli ¢ i ¢ sa izometriami, to
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jest identycznoécia.

Tu wskazéwka jest prosta: zamiast ¢* nalezy napisaé p?y~242p? i podzielié caly

napis nawiasami na cztery czesci jednakowej dhugosci.

Jesli wszystko przebieglo sprawnie, to teraz dwa istotnie trudniejsze do dowodu
fakty: napis Banacha jest najkrétszym mozliwym, algebraicznie nietrywialnym
napisem opisujacym za pomocg dowolnych izometrii ptaszezyzny identycznosé,
to pierwszy, i drugi — dla izometrii przestrzeni taki napis nie istnieje.
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