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Mosty z klockéow
Piotr RYBKA

W czasie ostatniej rodzinnej wizyty w Muzeum Techniki dotarliémy do dziatu
poswieconego budownictwu mostowemu. Obok ogromnych makiet, plansz

i rysunkéw byl skromny stél z trzema kompletami drewnianych klockéw: dwoma
tukowymi i jednym zestawem zwyklych, prostopadlosciennych o kwadratowej
podstawie. Podczas gdy cérka wybrala zajecia mniej obciazajace, rodzice zajeli
sie sprawdzaniem swych umiejetnosci konstruktorskich. Najtrudniejsze okazalo
sie zadanie z klockami prostopadlosciennymi: byty dane dwa klocki podstawy,
odstep miedzy nimi réwnal sie dwém wysokosciom klockéw, most nalezalo
zbudowaé z pozostalych odmiu. Pierwsze naiwne préby spalily na panewce

— konstrukeja sie walila. Potem zona zauwazyla, ze trzeba most budowaé

od gory i bylo jasne, zZe trzeba zastanowi¢ sie nad optymalnym sposobem
budowania. Nie bylo nam dane przeprowadzié tego w muzeum.

Dopiero w zaciszu domowym mozna bylo znalezé i zapisaé rozwiazanie
problemu: ile jednakowych, jednorodnych klockéw potrzeba do zbudowania mostu
nad rzekq o szerokosci l, tak by klocki podstawy pewnie staly na brzegu i nie
przewieszaly sie nad rzekq?

Autor przyznaje, ze nie widzial w praktyce tak budowanego mostu. Naszym
poczynaniom nadajmy wiec miano inzynierii klockowej. Postawiony problem
dzieki swe]j prostocie latwo poddaje sie analizie. Dostrzegamy od razu naturalne
pytania, na ktére kazdy budowniczy musi sobie odpowiedzieé: (1) jakie zjawiska
fizyczne sa istotne? (2) czy zadanie jest wykonalne? i (3) jak przy danych
ograniczeniach zbudowaé stukture optymalna?

Ostatnie pytanie na ogdl jest najtrudniejsze. Od razu jednak mozemy spostrzec
jedna rzecz: most powinien by¢ symetryczny. Bo gdyby nie byl, to jedna polowa
przesta bylaby dluzsza od drugiej (obie maja po tyle samo klockéw), a wtedy
dluzszy most mozna by zbudowaé kopiujac symetrycznie owo diuzsze przesto.
Zatem od tej chwili zajmujemy sie wylacznie symetrycznymi mostami.

Jak powiedzieliSmy, trzeba zaczaé od zrozumienia fizyki (w tym przypadku
statyki) problemu. Ze szkoly wiadomo, ze bryla pozostaje w réwnowadze, jesli
rzut jej Srodka ciezkosci nie wychodzi poza obreb podstawy.

Musimy zatem umieé wyznaczy¢ srodek ciezkoéci uktadu klockéw. Rachunki
upraszczajg sie, gdy przedstawimy uklad U jako roztaczna sume podukladéw
Uy 1 Us, ktérych masy i érodki ciezkosci sa znane. Wtedy zadanie sprowadza
sie do wyznaczenia érodka ciezkosci dwdch odleglych o d jednostek punktow
materialnych o masach m; i my — méwiac o odlegloéciach bedziemy tu i dalej
myéleli jedynie o ,odlegloéci w poziomie”, czyli o odleglosci rzutéw. Ich
odleglosci d; od srodka ciezkosci calego uktadu spelniaja réwnania
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Jesli pamietamy, ze srodek ciezkosci klocka wypada w polowie jego wysokosci,
to powyzszy wzdr catkowicie wystarczy do dalszych obliczen.
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Zajmijmy sie matematyczna strong problemu. Nasz most bedziemy budowaé od
gory, to znaczy bedziemy dokladaé kolejne klocki od dotu. Przez s; oznaczymy
odleglos¢ srodka ciezkosci i-tego klocka od srodka ciezkosel uktadu powstalego
przez dolozenie tego klocka do zbudowanego juz ukladu i — 1 klockéw.

(1) Przypu$émy, ze mamy dwa klocki podstawy 1 dwa, z ktérych budujemy
przesto. Zadanie jest tatwe: klocek przesta nie moze by¢ wysuniety dalej niz %h,
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bo wtedy rzut jego srodka ciezkosci bedzie wychodzil poza obreb podstawy
i most runie, tj. potowa przesta I; to $h. Polézmy jeszcze A; = I; i nazwijmy
ten uklad klockéw U .

(2) Dajmy na to, ze (précz podstawy) mamy 2 klocki do budowy poléwki
przesta. By dlugosé przesta byla najwieksza, optymalny uklad U; dwéch
klockéw (opisany wyzej) stawiamy na trzecim tak, aby srodek ciezkosci Uy
wypadal na krawedzi podstawy trzeciego klocka. Kazda préba wiekszego
wysuniecia ktéregokolwiek klocka konczy sie katastrofa budowlana. ZnajdZzmy
jeszeze Srodek ciezkosel uktadu U;. Jest to tatwe: mamy 2 punkty materialne
(rzuty $rodkéw ciezkosci klockéw) o réwnych masach odleg}e o 1h, zatem ze
wzoru (x) wynika, ze ich érodek ciezkosci wypada w h t). s = 1h Daje to
mozliwo$é wysuniecia Uy o Ay = -h — 89 nad krawe;dz trzeciego klocka Tym
samym dlugodé poltowy przesta wynosi Iy = [; + A,.

(n) Mozemy teraz zastanowié¢ sie nad przypadkiem ogélnym: opréez klocka
podstawy mamy n klockéw do budowy polowy przesta. Zakladamy, ze wiemy
juz, jak ulozyé polowe (najdiuzszego mozliwego) przesta z n — 1 klockéw

— nazwijmy ten uktad U,_i, odpowiadajaca mu dlugosé¢ przesta oznaczmy
przez I, i przyjmijmy jeszcze, ze Sp_q < %h.

1 === m Ze wzoru (*) wynika, ze gdy srodek ciezkoéci U, _; znajduje sie na prawej
krawedzi n-tego klocka, to s, = %l‘i—l Wynika stad od razu, ze s, < %h,
a caly opisany przed chwila uklad mozemy wysunaé o A,, = %h — 8, = & nad

.
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. podstawe (tak, by érodek cigzkoéci wypadal na krawedzi klocka podstawy).
- Zadnego z klockéw bardziej wysunaé sie nie da, bo przesuwa}oby to rzut srodka
% ‘ﬁ """""" ciezkoscl uktadu n klockéw poza obreb podstawy.
n-1
n+l An Zatem potowa dlugosci nowego przesta to '

In:In—-l+An=A1+A2+‘.‘+An=
1 1 1 1 1 1,1
_§h(l+§+§+z+...+;)—§hzg‘

Powyzsze rozumowanie to nic innego, jak (indukcyjny) dowdd nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie. Majgc 2n jednakowych i jednorodnych klockéw o wysokosci h
do budowy przesta 1 dodatkowo dwa takie same klocki podstawy, mozna z nich
il

zbudowaé symetryczny most nad rzekq o najwigkszej szerokosci réwnej by .

i=1
Od razu zauwazamy, ze zadanie z muzeum bylo wykonalne,
bo 2 < 1+ %+ 1+ = 23. Moina jeszcze zadaé pytanie, czy sa rzeki, nad
ktSrymi nie da sie zbudowaé mostu opisang metoda. Jest to pytanie o zbieznoéé
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szeregu harmonicznego Y. }.

i=1
Inny dowdéd rozbieznodci szeregu

T;Zlf:;f:;fﬁ?g??;:?gf Niech S, = Zn:l 1. Zauwazmy, ze dla n > 2% mamy S, > S,x. Ponadto,
Szk=l+l+(l-i-l)+(l+l+l+1)+..‘+(——~l——-—+...+i) >
2 3 4 5 6 7 8 gh-141 2k
>1+1+2+4+ +2k1=1+£-
2 4 8 2k 2
Wynika stad

Whniosek. Rzeka moze byé dowolnie szeroka.

Cho¢ wiedza z zakresu inzynierii klockowej moze nie wystarczyé do zbudowania
prawdziwego mostu, to jednak budowniczowie prawdziwych mostéw potrzebuja
matematyki. Musza umieé dostrzegaé ogdlniejsze zwiazki w szczegdlnych
praktycznych problemach; musza tez umieé analizowaé otrzymane w ten sposéb
abstrakeyjne zadanie. My$my zrobili to samo, choé na zabawowa skale.
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