Wedlug opinii autoréw niniejszego
szkicu znakomitym (dla ambitnych)
wprowadzeniem do tematu jest ksiazka
Titchmarsha [T].

Symbol ¢ jest litera alfabetu greckiego;
nazywa sig ja zeta.

Elementarne dowody tego faktu mozna
znalezé w Delcie 11/1996, w artykule

T. Krasiniskiego, oraz w tym numerze,

w artykule P. Rybki o mostach z klockéw
i w zadaniach ,z myszka" (str. 11).
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Rys. 1

Funkcja zeta Riemanna, czes$é I
Roman DWILEWICZ i Jin MINAC

1. ,Dyskretne” i ,,ciagle”. Niniejszy (dwuczesciowy) artykul dotyczy funkeji
zeta Riemanna i zwigzanej z nia hipotezy Riemanna.

Literatura poswigcona funkcji zeta Riemanna jest olbrzymia: tysiace artykuléw
1 dziesiatki monografii napisanych w ciagu przeszlo dwustu lat!

Co najmniej od czaséw wielkiego szwajcarskiego matematyka Leonharda Eulera
(1707-1783) profesjonalnych matematykéw i amatoréw fascynowal zwiagzek
miedzy pojeciami ciggly 1 dyskreiny. Okazalo sie, ze takie ,dyskretne obiekty”,
Jjak liczby naturalne czy liczby pierwsze, sa zwiazane z sumami nieskoficzonymi
1 catkami.

Funkcja zeta Riemanna { = ((s) jest tego wyrazistym przyktadem. Choé¢ moze
mniej znana niz np. tradycyjne funkcje trygonometryczne lub wykladnicze, jest
Jedng z najwazniejszych funkcji w calej matematyce i gra duza role nie tylko

w analizie zespolonej czy teorii liczb, ale réwniez w geometrii algebraicznej czy
topologii algebraicznej. Powiazana z nig Hipoteza Riemanna (piszemy o niej

w drugiej czedci artykutu) jest chyba najstawniejszym otwartym problemem
wspdlezesne] matematyki. Niestety, w tym krétkim artykule z koniecznoéci
skoncentrujemy sie tylko na niektérych wilasnosciach funkeji ¢. Zainteresowanych
Czytelnikéw odsylamy do cytowanych podstawowych monografii [E], [R], [T],
oraz bardziej od strony historycznej — [W].

2. Co to jest funkcja zeta Riemanna? Na poczatek rozwazmy bardzo

© 0O
naturalny szereg, mianowicie sume odwrotnosci liczb naturalnych 3 % Jest
n=1
to tzw. szereg harmoniczny 1 zapewne Czytelnik wie, ze jest on rozbiezny.

(=] o0
Przypatrzmy si¢ wigc innym, podobnym szeregom postaci ;‘15, ¥ fg, czy
n=1 n=

= =]
bardziej ogélnie, Y L, gdzie z jest liczba rzeczywista. Okazuje sie, ze ten

n=1
ostatni szereg jest zbiezny dla z > 11 rozbiezny dla z < 1.

Cazytelnik, ktéry zna liczby zespolone, moze zauwazyé, ze w powyzszym szeregu
mozna wziag¢ zamiast rzeczywistych z argumenty zespolone s. Pomijajac na razie
pytanie, dla jakich s szereg jest zbiezny, zdefiniujemy
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(l) ((s):l—’+‘2-?+3—3+a:+5—3+-..:z—-—-= lim —
n=l s n=1

Funkcja ta nazywa sie funkcjq zeta Riemanna. Pierwszym autorem istotnych
rezultatéw o funkcji ¢ (szczegdlnie dla argumentéw rzeczywistych) byt Euler,
ktory zyl okolo stu lat przed Riemannem (niemiecki matematyk Georg Friedrich
Bernhard Riemann, 1826-1866). Jednak to wlaénie Riemann wskazal na
znaczenie tej funkeji jako funkcji zmiennej zespolonej oraz udowodnil jej
podstawowe wlasnosci. Dlatego funkcja ( nazwana zostala jego imieniem.

Ponizej podajemy krétkie wprowadzenie do liczb zespolonych, w szczegdlnoéci
ttumaczymy, jak nalezy rozumiec¢ potege zespolona liczby naturalnej, co bedzie
nam potrzebne do zrozumienia szeregu w (1).

Liczbe zespolona s mozna utozsamiaé z para liczb rzeczywistych (a,b). Dodajemy takie
pary ,po wspélrzednych”. Wprowadzajac tzw. jednostke urojona 4, o wlasnoéei i2 = —1,
mozemy zapisa¢ s = a + ib. Liczbg a nazywamy czesdcia rzeczywista s i zapisujemy a = Re s
(od lac. Realis), liczbe b zas — czeicia urojona, b = Im s (skrét od lac. Imaginarius). Zapis
s = a + ib ma réwniez te zaletg, Ze mozemy mnozy¢ dwie liczby zespolone tak jak wielomiany
zmiennej i, pamie¢tajac tylko, ze i = —1:

(a+ ib)(c+ id) = ac+ iad + ibc + i%bd = ac — bd + i(ad + be) .
Liczbe zespolona s mozemy tez przedstawié we wspdlrzednych biegunowych, piszac
s = r(cosf + isin#). Cosinus i sinus sa tutaj te same, co w szkole, r = Va2 + b2, a
jest katem skierowanym, mierzonym w radianach, miedzy osia rzeczywista a promieniem
laczacym punkt 0 z punktem (a,b) (patrz rys. 1). Liczbe r nazywa sie wartoscig bezwzgledng
(modulem) s i oznacza sie |s|.

1



Zbiér liczb zespolonych mozna wiec utozsamiaé z plaszczyzna R?. Poniewaz mozemy réwniez
mnozyé punkty tej specjalnej plaszczyzny, wiec zbidr liczb zespolonych mozemy traktowad
jako cialo; tradycyjnie oznacza sie go litera C (od ,complex” po angielsku czy ,complexe” po
francusku). Dla wyjashienia, co to jest zespolona potega liczby naturalnej (tylko ten przypadek
bedzie nam potrzebny), podamy wzdr, ktéry tez pochodzi od Eulera:

o =cosf# + isinf.

e:'
Dla celéw tego artykulu przyjmiemy éw wzdr za definicje wyrazenia e'?. 7 definicji wartosci
bezwzglednej otrzymamy |e*?| = cos? 8 4 sin? § = 1.

Teraz jest juz jeden krok do zrozumienia n®, gdzie n = 1,2,...,a s jest liczba zespolona.
Na przyklad, co to jest 27 Poniewaz dla a > 0 mamy a = €™ ¢, wiec

2 = (e‘“"’)i —e'ln2 _ cos(In2) 4 isin(In2).

Rys. 2. Liczba e jest taka, ze pole Ogdlniej,
kolorowego obszaru jest réwne 1. Inne nt = not® = po i = pa( ") = 2PN = 5%cos(bInn) + isin(blnn)],
definicje liczby e: o grat iy G
o a wartosé bezwzgledna tego wyrazenia to liczba
1\ 1
= li = = il P 0 | == ¥ —
e_nll.mm (1+n) = E - ln"[_n“\/cosg[blnn)+sm (blnn) =n®, gdzie a =Res.
n=0

Wréémy do funkeji . Szereg Y 1/|n®| =3 .-, 1/n? jest zbiezny dla
n=1

a=Res > 1, co pociaga za sob_q zbieznos¢ szeregu w (1). Okazuje sie,
ze szereg (1) jest zbiezny tylko dla takich s; nie znaczy to jednak, ze funkcja ¢
moze byé zdefiniowana tylko w pdlptaszczyznie Res > 1.

3. Liczby pierwsze i funkcja zeta. Inna réwnowazna definicja funkeji ¢(s)
jest nastepujaca:

o =Tl0-3)"=(-2)" (-3 (-2) "

P
gdzie iloczyn jest po wszystkich liczbach pierwszych. Mozna udowodnié,
ze iloczyn ten tez jest zbiezny dla Res > 1.

Zeby sprawdzi¢ réwnowaznosé definicji (1) i (2), zauwazmy, ze kazdy czynnik
w iloczynie jest suma szeregu geometrycznego,

(1 ! )—1 et Lo 1+ : + - +

— — pr—ss L 1 — T ..
p’ L= p* p*

Biorac ich iloczyn po liczbach pierwszych nie przekraczajacych N, tzn. gdy

p=2,3,5,7,11,13,17,..., P < N, otrzymamy
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gdzie ,reszta” jest suma nieskonczona zawierajaca s-te potegi tylko niektérych
liczb naturalnych wiekszych od N. Tutaj wykorzystujemy fakt, ze kazda liczba
naturalna n > 1 moze by¢ zapisana w sposéb jednoznaczny (z dokladnoscia
do porzadku mnozenia) jako iloczyn poteg liczb pierwszych. Jesli ((s) jest
zdefiniowana wzorem (1), otrzymamy
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Dla a > 1 ostatnia suma po prawe] stronie dazy do 0, przy N — oo.

IA

=-choney a= Res.

Hloczyn w (2) jest nazywany iloczynem Eulera i to Euler pierwszy udowodnit,
ze okresla on te sama funkeje co szereg (1). Z przedstawienia funkcji (s)

w formie (2) widaé, ze funkcja ta nie zeruje sie dla Res > 1, poniewaz wszystkie
czynniki sa niezerowe, a iloczyn jest zbiezny.
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Definicja pochodne) w sensie
zespolonym wyglada identycznie
Jjak w przypadku rzeczywistym:
jeshi funkcja f jest zdefiniowana
w pewnym otoczeniu punktu zg,

wéwezas f'(z0) = limz_.q L&E—O&—Q—l.
Jednak warunek istnienia pochodnej

w sensie zespolonym jest warunkiem
niepordwnanie silniejszym. Bierze sig

to stad, Ze dopuszczamy argumenty
zespolone, tzn. zmienna z moze poruszad
sie nie tylko po linii prostej, lecz takze po
plaszczyinie C w otoczeniu zg.

Rys. 3

Rys. 4. Dla punktéw szarej
polplaszezyzny wzory (1)1 (2) dla
funkeji {(s) majg sens. Mozna jg
przedluzyé¢ holomorficznie réwniez na
kolorows pétplaszczyzne (wraz 2 prosta
Res =1, s # 1). W ten sposéb jedynym
punktem, w ktérym funkcja ¢ nie jest
okredlona, pozostaje (1,0).

Literatura.

[E] M. Edwards, Riemann's Zeta
Function. Academic Press 1974,

P. Ribenboim, The New Book

of Prime Number Records.
Springer-Verlag, New York 1996.

E. C. Titchmarsh, The Theory of the
Riemann Zeta Function. Clarendon
Press, Oxford, 1986 (wydanie drugie).
A. Weil, Number Theory. An
Approach Through History. From
Hammurabi to Legendre. Birkhiuser
1984.

(R]

[T]

[W

4. Funkcja zeta jako funkcja analityczna. Funkcja ((s) jest przyktadem
funkcji analitycznej zespolonej (lub inaczej holomorficznej), tzn. ma pochodna
w sensie zespolonym w kazdym punkcie swojej dziedziny.

Jedng z konsekwencji analitycznosci funkcji jest istnienie pochodnych
wszystkich rzedéw, cho¢ w definicji zakladamy istnienie tylko pierwszej
pochodnej! Ponadto, jesli f = f(z) jest funkcja analityczna zespolona w zbiorze
otwartym U C C, to mozna udowodnié, ze w otoczeniu kazdego punktu zy € U
funkcja f moze by¢ przedstawiona jako suma szeregu potegowego o érodku

w punkcie zg:

oo
flz)= Z an(z — z0)", gdziea, = ;1?)’(“)(20) (f™ jest n-ta pochodng f).
n=0
Powyzszy szereg potegowy jest zbiezny w kole otwartym o $rodku w zg
i promieniu 7o, tzn. w K(z0,70) = {2 € C: |z — zp| < o} i rozbieiny dla
{z € C: |z — 2| > ro} dla pewnego 0 < 7y < co. Na brzegu tego kota moze byé
roznie ze zbieznoscia.
Teraz postaramy si¢ wyjasnié, jak nalezy rozumieé przediuzenie analityczne
funkeji f. Bierzemy dowolny punkt z; € K(zp, 7o) 1 znéw rozwijamy funkcje f
w szereg potegowy, ale tym razem o $rodku w z;. Ten nowy szereg jest zbieiny
w pewnym kole K(z1,71) i rozbiezny poza domknieciem tego kota. Koto to moze
by¢ zawarte w K (zo, 70), ale nie musi. Jedli nie jest zawarte, to funkcja f jest
analityczna na sumie obu két. Dalej bierzemy dowolny punkt z, € K(z1,71),
powtarzamy calg procedure i kontynuujemy ja (patrz rys. 3). Funkcja f moze
by¢ przediuzona na sume tego ciagu két. Identycznie mozemy skonstruowaé
inne ciagi kél, startujac zawsze z kola K(zp,ro). W ten sposéb otrzymamy
maksymalny zbiér, na ktérym funkcja analityczna zespolona jest zdefiniowana
i poza ktéry nie mozna jej przedtuzyé analitycznie.

Okazuje sie, ze funkcja ((s), choé¢ wzorem (1) czy (2) jest zdefiniowana tylko dla
Res > 1, moze by¢ analitycznie przedtuzona na cala plaszezyzne zespolong C
oprécz punktu 1 (patrz rys. 4). Jest to wlasno§é mniej oczywista, choé nie jest
trudno ja udowodnic.

Latwo jest udowodnié, ze funkcja zeta moze byé przedtuzona na pélplaszezyzne
Res > 0, to znaczy na prawo od osi urojonej. Mianowicie, mnozac 1 — 2'~*
przez {(s) otrzymamy

(1-21)¢(s) =

—'L+i+ +—t -2 i—I——l*-l- + - + =
TR BT e 25 48 (2n)s " )T
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Szereg po prawej stronie jest zbiezny dla Res > 0. Zatem funkcja ((s) moze byé
przedstawiona wzorem

a 1 90 (_ﬁl)n—l
) =131 n; ne
gdzie prawa strona ma sens dla Res > 0 oprécz s = 1. Na przyklad,

1, 1 X (=1nrt?
C(E)‘1~«/’i,§ vno

W drugiej czesci tego artykutu bedziemy wiec zakladaé, ze funkeja ¢ = ((s) jest
analityczna dla wszystkich s zespolonych oprécz 1, choé wzory (1) i (2) maja
jedynie sens dla Res > 1.
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