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Pierscien to zbiór P, w którym okreslone

sa dodawanie i mnozenie spelniajace

nastepujace warunki:

1. Zbiór P tworzy wraz z dodawaniem

grupe abelowa·

2. Mnozenie jest laczne.

3. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem

dodawania.

Kto nie wie, co to grupa, niech zajrzy

np. do Delty 9/1995. Pierscien tworza

np. liczby calkowite czy tez wielomiany

jednej zmiennej o wspólczynnikach

rzeczywistych (albo wymiernych, albo

calkowitych).

Pierscien przemienny, z jedynka i bez

dzielników zera nazywamy pierscieniem

calkowitym (lub dziedzina calkowitosci).

Liczba k :::: 1 jest krotnoscia pierwiastka a

wielomianu g, jesli istnieje taki

wielomian h, ze

g = (X - a)kh oraz h(a) i- o.

Inaczej mówiac, krotnosc to najwyzszy

wykladnik potegi jednomianu X - a

dzielacej wielomian g.

Sumy kwadratów wielomianów

i funkcji wymiernych

Kazimierz SZYMICZEK

Sumy kwadratów i liczba Pitagorasa

W elementarnej teorii liczb dowodzi sie twierdzenia Lagrange'a mówiacego, ze

kazda dodatnia liczba calkowita jest suma kwadratów czterech liczb calkowitych.

Wynika stad natychmiast, ze równiez kazda dodatnia liczba wymierna jest suma

kwadratów czterech liczb wymiernych.

Oczywiscie, kazda dodatnia liczba calkowita (wymierna) jest suma kwadratów

liczb calkowitych (wymiernych), bowiem dla dowolnych naturalnych n, m mamy

n = n . 12 oraz ~ = mn . (~J2. Istota twierdzenia Lagrange'a jest zatem to,

ze kazda liczba calkowita (wymierna), która w ogóle jest suma kwadratów liczb

calkowitych (wymiernych) daje sie przedstawic jako suma akurat czterech takich

kwadratów. W zwiazku z ta wlasnoscia liczby 4 nazywamy ja liczba Pitagorasa

pierscienia liczb calkowitych Z (a takze ciala liczb wymiernych Q). Pojecie

liczby Pitagorasa mozna wprowadzic dla kazdego pierscienia.

Definicja 1
Niech K bedzie dowolnym pierscieniem. Liczba Pitagorasa pierscienia K

nazywamy taka najmniejsza liczbe naturalna p = p(K), ze kazdy element a

pierscienia K, który jest suma kwadratów elementów pierscienia K, mozna

przedstawic jako sume p kwadratów elementów K. Jesli taka liczba p nie istnieje,

to przyjmujemy, ze p(K) = 00.

Na podstawie twierdzenia Lagrange'a mamy p(Z) = 4 = p(Q). Jest tez jasne,

ze dla ciala liczb rzeczywistych R i liczb zespolonych C mamy p(R) = 1= p(C).

Wielomiany jednej zmiennej

Rozpatrzmy teraz pierscien R[X] wielomianów jednej zmiennej X

o wspólczynnikach rzeczywistych. Postaramy sie znalezc liczbe Pitagorasa tego

pierscienia. Przede wszystkim wiec nalezy rozpatrzyc te wielomiany g E R[X],

które mozna przedstawic w postaci sumy kwadratów wielomianów:

g = gr + ... + g;, gi E R[X].

Podstawiajac tutaj w miejsce zmiennej X dowolna liczbe x E R otrzymamy

g(x) = gl(x)2 + ... + gn(x)2 ~ O. A wiec kazdy wielomian g E R[X],

który jest suma kwadratów wielomianów pierscienia R[X], przyjmuje

tylko wartosci nieujemne. Wynika stad w szczególnosci, ze najwyzszy

wspólczynnik wielomianu g jest liczba dodatnia. Rzeczywiscie, jesli

g = cxn + Clxn-1 + ... + Cn i c < O, to z równosci

( ) n (Ci Cn )
g X = cx l + - + ... + -

cx cxn

wynika, ze dla duzych dodatnich x E R wielomian g przyjmuje wartosci ujemne.

Lemat 1

Niech g E R[X]. Jesli g(x) ~ O dla kazdej liczby rzeczywistej x, to krotnosc

kazdego rzeczywistego pierwiastka a wielomianu g jest liczba parzysta.

Dowód

Jesli a E R jest pierwiastkiem wielomianu g o nieparzystej krotnosci,

to g = (X - a)2k+1h, gdzie h(a) i= O. Stad wynika, ze wartosci wielomianu g

- wbrew zalozeniu - zmieniaja znak przy przejsciu przez a. _

Twierdzenie 1

p(R[X]) = 2.
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Na przyklad,

x' + 4 = (X2 + 2x + 2)(x2 - 2x + 2);

ogólnie istnienie takiego rozkladu wynika

z Zasadniczego Twierdzenia Algebry,

które glosi, ze wielomian stopnia 2': 1

o wspólczynnikach zespolonych ma

zespolony pierwiastek.

W ciele R(X) obowiazuja dokladnie takie

same reguly dla dodawania, odejmowania,

mnozenia i dzielenia ulamków, jak w ciele

liczb wymiernych.

Dowód

Kazdy wielomian g E R[X] mozna przedstawic jako iloczyn wielomianów

stopnia 1 oraz wielomianów stopnia 2 z ujemnymi wyróznikami. Jesli wiec

g E R[X] jest suma kwadratów wielomianów, to na podstawie Lematu 1

i wczesniejszej uwagi o najwyzszym wspólczynniku takiego wielomianu, daje sie

on przedstawic w postaci

g = d(X - ad2n1 ... (X - ak?nk(x2 + 2blX + cd··· (X2 + 2bmX + Cm),

gdzie d, al, ... , ak, bl, Cl, ... , bm, Cm Sa liczbami rzeczywistymi,

d > O i wyrózniki 4b[ - 4Ci sa ujemne. Kazdy trójmian kwadratowy

o ujemnym wyrózniku jest suma kwadratów dwóch wielomianów,

bo X2 + 2bX + C = (X + b)2 + (-~-=-b2)2. Stad i z tozsamosci

(1) (A2 + B2)(C2 +D2) = (AC - BD)2 + (AD + BC)2

wynika przez indukcje, ze iloczyn (X2 + 2~lX + Cl) ... (X2 + 2bmX + cm) jest

suma kwadratów dwóch wielomianów. Poniewaz c(X - al)2n1 ... (X - ak)2nk

jest kwadratem wielomianu, wiec takze g jest suma kwadratów dwóch
wielomianów.

Udowodnilismy wiec, ze p(R[X]) ~ 2. Wystarczy teraz wskazac taki

wielomian g E R[X], który jest suma kwadratów wielomianów nalezacych

do R[X], ale sam nie jest kwadratem w R[X]. Wezmy np. wielomian X2 + 1.

Gdyby byl on kwadratem wielomianu, to bylby kwadratem wielomianu stopnia 1

i wobec tego mialby pierwiastek rzeczywisty, a tak, oczywiscie, nie jest. _

Cialo Q liczb wymiernych jest cialem ulamków pierscienia Z liczb calkowitych.

Podobnie mozna dla pierscienia R[X] wielomianów utworzyc jego cialo

ulamków R(X), które nazywa sie cialem funkcji wymiernych o wspólczynnikach

rzeczywistych i zawiera wszystkie ulamki i, gdzie f, g E R[X] oraz g f. O. Liczbe
g .

Pitagorasa ciala funkcji wymiernych R(X) zainteresowani Czytelnicy znajda

teraz z latwoscia, dowodzac, ze p(R(X)) = 2. (Wskazówka: prosze zauwazyc,

ze dla dowolnych f,g E R[X], g f. O, mamy f/g = (l/g)2 fg.)

Wielomiany dwóch zmiennych

Wyznaczenie liczby Pitagorasa pierscienia R[X, Y] wielomianów dwóch

zmiennych X i Y o wspólczynnikach rzeczywistych okazuje sie bardzo trudne.

Rozpatrzymy tak zwany wielomian Motzkina

f = 1+ x2y4 + x4y2 - 3X2y2 ,

którego wlasnosci sygnalizuja, ze nie ma analogii w wyznaczaniu liczby

Pitagorasa miedzy pierscieniami wielomianów jednej i dwóch zmiennych.

Lemat 2

f(x, y) 2 O dla kazdych x, y E R, tzn. wielomian f spelnia podstawowy warunek

konieczny na to, by mógl byc suma kwadratów wielomianów.

Dowód

N a podstawie twierdzenia o sredniej arytmetycznej i geometrycznej mamy

1+ x2y4 + x4y2 > \/1 2 4 4 2 _ 2 2------ ·Xy ·xy -xy.
3 - .

Stad wynika, ze f(x, y) = 1 + x2y4 + x4y2 - 3x2y2 2 O. _

Lemat 3

Wielomian f jest suma 4 kwadratów funkcji wymiernych.

Dowód

Zamiast wielomianu f wygodniej bedzie rozpatrzyc wielomian (X2 + l)f. Tak

jak wielomian f przyjmuje on tylko nieujemne wartosci i wobec tego ma szanse

byc suma kwadratów wielomianów. Zauwazamy najpierw, ze

(X2 + l)f = (X2 + 1)(1 + x2y4) + (X2 + 1)(X2 _ 3)X2y2 =

= x4y4 + 1+ x2y4 + X2 + (X4 _ 2X2 _ 3)X2y2 .

Stad, zapisujac _3X2Y2 jako _2X2Y2 - 2x2y2 + X2y2, otrzymujemy

(X2 + l)f = (X2y2 _ 1)2 + (xy2 _ X)2 + (X2 _ 1)2X2y2 .
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Rozwiazanie zadania F 457. \Vaga

mierzy wypadkowa sil ciezkosci wiadra
i wody oraz sily F, z jaka oddzialuje

na nia strumien wody. Predkosc wody

wpadajacej do wIadra obliczamy z zasady

zachowania energii

~nlv2 ~L'>.mgh= --2- ~ v = V 2gh.
Sila F wynos,

L'>.p L'>.mv ~F = L'>. t = At = Q V 2gh

Przeliczajac te sile na mase i dodajac
masy wiadra i wody otrzymujemy

wskazanie wagi

Q J2ih 1\1+ m = ] ,32 kg .-+
g

Rozwiazanie zadania F 458.

Predkosc czasteczek wodoru, z których
w dominujacej czesci zbudowana byla

mglawica, obliczamy ze wzoru

mv2 _ :':kT
2 - 2

gdzie k jest. stala Boltzmanna. Z drugiej
strony aby uklad byl trwaly, energIa
czasteczek wodoru na powierzchni

mglawicy ITIusi byc nlniejsza od zera

rnv2 GMm-----<0.
2 R

Wykazalismy wiec, ze dla pewnych trzech wielomianów A, B i e mamy

(X2 + 1)f = A 2 + B2 + e2. Mnozac obie strony tej równosci przez (X2 + 1)

dostaniemy, dzieki tozsamosci (1),

(X2 + 1)2 . f = (AX - B)2 + (BX + A)2 + (eX)2 + e2 .

Dzielac obie strony tej tozsamosci przez (X2 + 1)2 otrzymamy teze Lematu. _

Lemat 3 nie jest calkiem satysfakcjonujacy. Wydaje sie, ze rozpatrywanie

wielomianu (X2 + l)f zamiast f bylo pójsciem na latwizne i dalo niezbyt

elegancki rezultat - przedstawienie wielomianu f w postaci sumy kwadratów

funkcji wymiernych zamiast sumy kwadratów wielomianów. Te pretensje sa

jednak przedwczesne.

Twierdzenie 2

Wielomian f nie daje sie przedstawic jako suma kwadratów wielomianów

pierscienia R[X, Y] .

Dowód

Przypuscmy, ze f = f(X, Y) = Jf + ... + f~, gdzie h = h(X, Y) E R[X, Y],

Poniewaz f ma stopien równy 6, wiec stopnie wszystkich wielomianów fj nie

przekraczaja 3. Z równosci f(X, 0)=1 otrzymujemy Jf(X, 0)+··+ f~(X, 0)=1,

skad wynika, ze fj (X, O) sa wielomianami stalymi .. JeSli wiec h (X, O) = aj E R,
tQ takze fj (O, O) = aj, to znaczy: aj jest wyrazem wolnym wielomianu h.
Podobnie sprawdzamy, ze h(O, Y) sa wielomianami stalymi oraz

h(O, Y) = aj = h(O, O). Wobec tego wielomian h - aj dzieli sie zarówno

przez X, jak i przez Y; majac stopien nie wiekszy niz 3 musi byc postaci

f· - a· + (b· + c·X + d·Y)· XYJ- J J J J ,

gdzie aj, bj, Cj, dj sa pewnymi liczbami rzeczywistymi. Porównujac wspólczynniki

jednomianu X2Y2 w hipotetycznej równosci f = Jf + ... + f~ otrzymujemy

bi + ... + b; = -3, sprzecznosc. -
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Wielomiany wielu zmiennych

Problem wyznaczenia liczby Pitagorasa ciala funkcji wymiernych n 2': 2

zmiennych J{n := R(X1, ... , Xn) nad cialem liczb rzeczywistych jest bardzo

trudny i jest otwarty dla n > 2.

Wiadomo, ze p(J{n) 2': n + 1 (J.W.S. Cassels, 1964) oraz p(J{n) :S 2n (A. Pfister,

1967). Dla n = 2 te oszacowania wykazuja, ze p(J{2) = 3 lub 4. Ustalenie

faktycznej wartosci p(J{2) okazalo sie byc niezwykle skomplikowanym

zagadnieniem. W 1971 roku J.W.S. Cassels, W.J. Ellison i A. Pfister wykazali,

ze rozpatrywany wczesniej w tym artykule wielomian Motzkina nie jest suma

trzech kwadratów w K2 i tym samym udowodnili w koncu, ze p(I<2) = 4. Ich

dowód wykorzystuje bardzo zaawansowane techniki teorii krzywych eliptycznych

i nie daje sie przeniesc na przypadek n > 2.

Przypuszcza sie, ze p(Kn) = 2n dla wszystkich n, ale dla n 2': 3 nie uzyskano

zadnego postepu w kierunku dowodu tej hipotezy.

Jest rzecza interesujaca porównac liczbe Pitagorasa pierscienia calkowitego A
i jego ciala ulamków K. Z latwoscia stwierdza sie, ze p(J{) :S p(A). Ponadto,

dla A = Z oraz dla A = R[X] mamy odpowiednio K = Q oraz K = R(X) i, jak

wiemy, w obydwu przypadkach mamy p(K) = p(A).

Nie jest to jednak obowiazujaca regula. M.D. Choi, Z.D. Dai, T.Y. Lam

i B. Reznick udowodnili w 1982 roku, ze pierscien wielomianów n zmiennych

(n 2': 2) A = R[X1"'" Xn] nad cialem liczb rzeczywistych ma nieskonczona

liczbe Pitagorasa, podczas gdy dla jego ciala ulamków K = Kn mamy

oszacowanie Pfistera p(Kn) :S 2n. W tej samej pracy udowodniono takze inny

zaskakujacy rezultat: p(Z[X]) = 00. Z drugiej strony, Y. Pourchet udowodnil,

ze p(Q[X]) = 5.
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