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Pierscien to zbidr P, w ktérym okreslone
sa dodawanie i mnozenie spelniajgce
nastepujace warunki:
1. Zbiér P tworzy wraz z dodawaniem
grupe abelowgq.
2. Mnozenie jest lgczne.
3. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania.

Kto nie wie, co to grupa, niech zajrzy
np. do Delty 9/1995. Pierscieni tworza
np. liczby catkowite czy tez wielomiany
jednej zmiennej o wspdlezynnikach
rzeczywistych (albo wymiernych, albo
caltkowitych).

Pierscieni przemienny, 2 jedynka i bez
dzielnikéw zera nazywamy piercieniem
calkowitym (lub dziedzing calkowitosci).

Liczba k > 1 jest krotnoécia pierwiastka a
wielomianu g, jesli istnieje taki
wielomian h, ze

g=(X —a)*r oraz h(a)#0.
Inacze] méwiac, krotnoéé to najwyzszy
wyktadnik potegi jednomianu X — a
dzielacej wielomian g.

Sumy kwadratow wielomianéw
i funkcji wymiernych

Kazimierz SZYMICZEK

Sumy kwadratéw i liczba Pitagorasa

W elementarnej teorii liczb dowodzi si¢ twierdzenia Lagrange’a mowiacego, ze
kazda dodainia liczba catkowita jest sumqg kwadratow czterech liczb calkowitych.
Wynika stad natychmiast, ze réwniez kazda dodatnia liczba wymierna jest suma
kwadratow czterech liczb wymiernych.

Oczywiscie, kazda dodatnia liczba catkowita (wymierna) jest suma kwadratéw
liczb catkowitych (wymiernych), bowiem dla dowolnych naturalnych n, m mamy
n=n-1% oraz 2 = mn - (%)2 Istota twierdzenia Lagrange’a jest zatem to,

ze kazda liczba catkowita (wymierna), ktéra w ogdle jest suma kwadratéw liczb
catkowitych (wymiernych) daje sie przedstawié jako suma akurat czferech takich
kwadratéw. W zwiazku z ta wlasnoscia liczby 4 nazywamy ja liczbg Pitagorasa
pierécienia liczb catkowitych Z (a takze ciala liczb wymiernych Q). Pojecie
liczby Pitagorasa mozna wprowadzi¢ dla kazdego piericienia.

Definicja 1

Niech K bedzie dowolnym pierscieniem. Liczbg Pilagorasa pierécienia K
nazywamy taka najmniejsza liczbe naturalna p = p(K), ze kazdy element a
pierécienia K, ktory jest suma kwadratéw elementow pierscienia K, mozna
przedstawié¢ jako sume p kwadratéw elementéw K. Jesli taka liczba p nie istnieje,
to przyjmujemy, ze p(K) = oo.

Na podstawie twierdzenia Lagrange’a mamy p(Z) = 4 = p(Q). Jest tez jasne,
ze dla ciala liczb rzeczywistych R i liczb zespolonych C mamy p(R) = 1 = p(C).

Wielomiany jednej zmiennej

Rozpatrzmy teraz pierscien R[X] wielomianéw jednej zmiennej X
o wspélezynnikach rzeczywistych. Postaramy sie znalezé liczbe Pitagorasa tego
pierécienia. Przede wszystkim wiec nalezy rozpatrzyé te wielomiany g € R[X],
ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy kwadratow wielomianéw:

g=gi+--+4g:, g €R[X].
Podstawiajac tutaj w miejsce zmiennej X dowolna liczbe z € R otrzymamy
g(z) = g1(2)? + -+ gn(z)? > 0. A wiec kazdy wielomian g € R[X],
ktéry jest suma kwadratéw wielomianéw pierscienia R[X], przyjmuje
tylko wartoéci nieujemne. Wynika stad w szczegdlnosci, ze najwyiszy
wspétezynnik wielomianu g jest liczba dodatnia. Rzeczywiscie, jesli
g=cX"+c1 X" 1 4...4epic<0, to z réwnodei

= n €1 tn

g(z) =cx (1+a+ st ca:_")

wynika, ze dla duzych dodatnich z € R wielomian ¢ przyjmuje wartodci ujemne.

Lemat 1
Niech g € R[X]. Jedli g(z) > 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x, to krotnosé
kazdego rzeczywistego pierwiastka a wielomianu g jest liczba parzysta.

Dowdéd

Jedli a € R jest pierwiastkiem wielomianu g o nieparzystej krotnosci,

to g = (X — a)?**+1h, gdzie h(a) # 0. Stad wynika, ze wartoéci wielomianu g
— whrew zalozeniu — zmieniaja znak przy przej$ciu przez a. m

Twierdzenie 1

p(R[X]) =2.
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Na przyktad,
a:4+4=(.1:2+2m+2)(x2-2:|:+2);

ogdlnie istnienie takiego rozkladu wynika
z Zasadniczego T'wierdzenia Algebry,
ktére glosi, ze wielomian stopnia > 1
o wspdtczynnikach zespolonych ma
zespolony pierwiastek.

W ciele R(X) obowiazuja dokladnie takie
same reguly dla dodawania, odejmowania,
mnozenia i dzielenia ulamkéw, jak w ciele
liceb wymiernych.

Dowéd
Kazdy wielomian g € R[X] mozna przedstawi¢ jako iloczyn wielomianéw
stopnia 1 oraz wielomiandw stopnia 2 z ujemnymi wyréznikami. Jedli wiec
g € R[X] jest suma kwadratéw wielomianéw, to na podstawie Lematu 1
i wezeéniejsze] uwagi o najwyzszym wspolezynniku takiego wielomianu, daje sie
on przedstawié w postaci

g=d(X —a))®™ (X —ap)™ (X2 4+ 20X +¢1) (X2 +2bm X + cm),
gdzie d,ay,...,ag, b1, c1,...,bm, cm sa liczbami rzeczywistymi,
d > 0 i wyrézniki 4b? — 4¢; sa ujemne. Kazdy tréjmian kwadratowy
o ujemnym wyrézniku jest suma kwadratéw dwéch wielomiandw,
bo X2 +2bX + ¢ = (X 4 b)® + (Ve — b2)2. Stad i z tozsamosci
(1) (A% + B?)(C? 4+ D?) = (AC - BD)? + (AD + BC)?
wynika przez indukeje, ze iloczyn (X2 4+ 26X +c¢1) - (X2 + 2b,n X + ¢ ) jest
suma kwadratéw dwéch wielomianéw. Poniewaz c(X — ay)?*t .. (X — )"
jest kwadratem wielomianu, wiec takze g jest suma kwadratéw dwdch
wielomianéw.

Udowodnilidmy wiec, ze p(R[X]) < 2. Wystarczy teraz wskazac taki

wielomian g € R[X], ktéry jest suma kwadratéw wielomianéw nalezacych

do R[X], ale sam nie jest kwadratem w R[X]. Wezmy np. wielomian X? + 1.
Gdyby byl on kwadratem wielomianu, to bylby kwadratem wielomianu stopnia 1
i wobec tego mialby pierwiastek rzeczywisty, a tak, oczywidcie, nie jest. m

Cialo Q liczb wymiernych jest cialem ulamkdw pierscienia Z liczb calkowitych.
Podobnie mozna dla pierécienia R[X] wielomianéw utworzy¢ jego ciato

utamkéw R(X), ktére nazywa sie ciatem funkeji wymiernych o wspélezynnikach
rzeczywistych 1 zawiera wszystkie utamki -}, gdzie f,g € R[X] oraz g # 0. Liczbe
Pitagorasa ciala funkcji wymiernych R(X) zainteresowani Czytelnicy znajda
teraz z latwoscia, dowodzac, ze p(R(X)) = 2. (Wskazéwka: prosze zauwazy¢,

ze dla dowolnych f,g € R[X], g # 0, mamy f/g = (1/9)* fg.)

Wielomiany dwéch zmiennych

Wyznaczenie liczby Pitagorasa piericienia R[X, Y] wielomianéw dwéch
zmiennych X 1Y o wspélczynnikach rzeczywistych okazuje si¢ bardzo trudne.
Rozpatrzymy tak zwany wielomian Motzkina

Fozd] oL XAV EL TAPL . Gyipa.
ktérego wlasnosci sygnalizuja, Ze nie ma analogii w wyznaczaniu liczby
Pitagorasa miedzy pierscieniami wielomianéw jednej i dwéch zmiennych.

Lemat 2
f(z,y) > 0 dla kazdych z,y € R, tzn. wielomian f spelnia podstawowy warunek
konieczny na to, by mégt by¢ suma kwadratéw wielomiandow.

Dowdd
Na podstawie twierdzenia o éredniej arytmetycznej i geometrycznej mamy

2,4 4,2
1+ 2%y + 2%y > 3 1-x3y4-x4y3:x2y2.

3
Stad wynika, ze f(z,y) = 1 +22y* + 2¥y? —32%y* > 0. m
Lemat 3
Wielomian f jest suma 4 kwadratéw funkeji wymiernych.
Dowdd

Zamiast wielomianu f wygodniej bedzie rozpatrzyé wielomian (X2 + 1)f. Tak
jak wielomian f przyjmuje on tylko nieujemne wartosci i wobec tego ma szanse
by¢ suma kwadratéw wielomianéw. Zauwazamy najpierw, ze

(X2 +Df=(X2+ 1)+ XYY+ (X2 +1)(X? -3)XY? =

= XY 414+ X2V X2 4 (X -2X2 - 3)X%Y2,

Stad, zapisujac —3X2Y? jako —2X?%Y? — 2X?Y? 4+ X?Y?, otrzymujemy
(T f=( =1+ (A =X+ (X2 = 12X R,
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Rozwiazanie zadania F 457. Waga

= 0,75 roku $wietlnego
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Wykazaliémy wiec, ze dla pewnych trzech wielomianéw A, B i C' mamy
(X2 +1)f = A? 4+ B? + C?. Mnozac obie strony tej réwnosci przez (X +1)
dostaniemy, dzieki tozsamosci (1),
(X24+1)2.f=(AX - B)?? +(BX + A)? + (CX)* + C2.
Dzielac obie strony tej tozsamoéci przez (X2 + 1)? otrzymamy tezg¢ Lematu. m

Lemat 3 nie jest catkiem satysfakcjonujacy. Wydaje sig, ze rozpatrywanie
wielomianu (X2 4+ 1) f zamiast f bylo péjéciem na latwizne i dalo niezbyt
elegancki rezultat — przedstawienie wielomianu f w postaci sumy kwadratéw
funkeji wymiernych zamiast sumy kwadratéw wielomiandw. Te pretensje sa
jednak przedwczesne.

Twierdzenie 2
Wielomian f nie daje sie przedstawié jako suma kwadratéw wielomianéw
piericienia R[X,Y].

Dowod

Przypuéémy, ze f = f(X,Y) = ff +---+ f2, gdzie f; = f;(X,Y) € R[X,Y],
Poniewaz f ma stopien réwny 6, wiec stopnie wszystkich wielomianéw f; nie
przekraczaja 3. Z réwnoéci f(X,0)=1 otrzymujemy fZ(X,0)+ --+f2(X,0)=1,
skad wynika, ze f;(X,0) sa wielomianami statymi. Jedli wiec f;(X,0) = a; € R,
to takze f;(0,0) = a;, to znaczy: a; jest wyrazem wolnym wielomianu f;.

Podobnie sprawdzamy, ze f;(0,Y) sa wielomianami statymi oraz

fi(0,Y) =a; = f;(0,0). Wobec tego wielomian f; — a; dzieli si¢ zaréwno

przez X, jak i przez Y; majac stopien nie wickszy niz 3 musi byé postaci
fi=aj+(bj +¢;X +d;Y)- XY,

gdzie a;, b;, ¢j, d; sa pewnymi liczbami rzeczywistymi. Poréwnujac wspétezynniki

jednomianu X2Y? w hipotetycznej réwnoéci f = f2 + - - -+ f2 otrzymujemy

b2+ ---+ b2 = —3, sprzecznoéé. m

Wielomiany wielu zmiennych

Problem wyznaczenia liczby Pitagorasa ciala funkeji wymiernych n > 2
zmiennych K, := R(X,,..., X,) nad cialem liczb rzeczywistych jest bardzo
trudny i jest otwarty dla n > 2.

Wiadomo, ze p(K,) > n+ 1 (J.W.S. Cassels, 1964) oraz p(K,) < 2" (A. Pfister,
1967). Dla n = 2 te oszacowania wykazuja, ze p(K3) = 3 lub 4. Ustalenie
faktyczne] wartosci p(K2) okazalo sie byé niezwykle skomplikowanym
zagadnieniem. W 1971 roku J.W.S. Cassels, W.J. Ellison i A. Pfister wykazali,
ze rozpatrywany wczesnie] w tym artykule wielomian Motzkina nie jest suma
trzech kwadratéw w K5 i tym samym udowodnili w kofcu, ze p(K3) = 4. Ich
dowdd wykorzystuje bardzo zaawansowane techniki teorii krzywych eliptycznych
1 nie daje sie przenies¢ na przypadek n > 2.

Przypuszcza sie, ze p(K,) = 2" dla wszystkich n, ale dla n > 3 nie uzyskano
zadnego postepu w kierunku dowodu tej hipotezy.

Jest rzecza interesujaca poréwnaé liczbe Pitagorasa piericienia catkowitego A

i jego ciala utamkéw K. Z tatwoscia stwierdza sie, ze p(K) < p(A). Ponadto,
dla A = Z oraz dla A = R[X] mamy odpowiednio K = Q oraz K = R(X) i, jak
wiemy, w obydwu przypadkach mamy p(K) = p(A).

Nie jest to jednak obowiazujaca reguta. M.D. Choi, Z.D. Dai, T.Y. Lam

i B. Reznick udowodnili w 1982 roku, ze pierscien wielomianéw n zmiennych
(n >2) A=R[X},...,X,] nad cialem liczb rzeczywistych ma nieskoriczong
liczbe Pitagorasa, podczas gdy dla jego ciala utamkow K = K, mamy
oszacowanie Pfistera p(K,) < 2". W tej samej pracy udowodniono takze inny
zaskakujacy rezultat: p(Z[X]) = co. Z drugiej strony, Y. Pourchet udowodnil,
ze p(Q[X]) = 5.
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