Opor zastepczy wielokata i zlota proporcja
Krzysztof REJMER

Zlota proporcja w naturalny sposdb pojawia sie w wielu zagadnieniach
geometrycznych, ale nie tylko. Opdr zastepeczy prostej, nieskoiiczonej sieci
& zbudowanej z opornikéw o jednostkowym oporze (patrz Delta 6/1997) jest

Rozwiazanie zadania M 814. réwny wlasnie wspétczynnikowi zlotej proporcji. W przyrodzie mozna ja

Niech X bedzie dowolnym punktem odnalezé w zagadnieniu filotaksji. A oto jeszcze jeden przyklad, w ktérym zlota
plaszezyzny. Oznaczmy przez n(f,1)  proporcja i liczby Fibonacciego pojawiajg sie w naturalny sposéb. Z opornikéw
fesbe dyvyeh modiiszek, kiore w chwill € 6 jednostkowym oporze zbudowano wielokat w taki sposb, ze oporniki tcza
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puikti X, Fatwo sprawdbie, 4 Jego kolejne wierzchotki oraz wierzcholki ze srodkiem. Jaki jest opér takiego

1 uktadu mierzony miedzy dowolnym z wierzchotkéw i érodkiem 7 Jak si¢ on

2o MR nlts s zmienia, gdy liczba wierzcholtkéw dazy do nieskonczonosci?

bo w clggu minuty modliszka przebywa 4 J ! S :

najwyzej 10 metréw, a zatem kazda Ten malo znany problem ma ciekawe rozwiazanie, ktére przedstawimy dla
modliszka, ktéra w chwili (¢ + 1) znajduje wielokatéw o nieparzyste] liczbie wierzchotkéw. Rysunek pokazuje dwa

sic w odlegloscl nie wicksze) niz » od X, painrogteze takie wielokaty: tréjkat i pieciokat wraz z réwnowaznymi im sieciami

w chwili ¢ byla odlegla od X o nie wigce] K 5 ! y E Vi i s v ik
alh p 4 ¥k podabnie jalk wezpnthie zbudowanymi wylacznie poprzez szeregowe i réwnolegle laczenie opornikéw.
4

¥ chwila t

at+ 1 (dlaczego?). Czynnik L wyraza
B p 2 R

modliszki, ktdre zabila mie

fakt, ze na kazda zywa w chwili t 4+ 1
modliszke przypada co najmnie] jedna
zabita miedzy chwila t a ¢ + 1. Zatem

L
n{0,15) < ;)—m_ln.'l 4) <

1
< ;u{’_’l']: 13)< ... <

(FaY

: 50 (
E—M-n.[].n.,u) <

B
o
i
B
0
C
Ly
A c
A
1 w(150 4 1)* D
K T e g o]
— 32768 T
czyli po kwadransie zadna modliszka nie B
sie przebywad w punkcie X. Punkt i -
ten mozna w a¢ dowolnie, co koticay B E :
dowdd. (Por. zadania o saloonach o) L i
mlecznych z Delty 8/1996.)
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a) Wielokaty opornikéw.
b) Sieci zastgpcze opornikéw. Punkty B i C maja ten sam potencjal, podobnie punkty D i E majg
ten sam potencjal.

Opdr mierzony jest pomiedzy punktami A 1 O. Réwnowaznoéé wynika

anie zadania M 816. Poniewsz g gymetrii; z jej powodu niektére pary punktéw maja ten sam potencjal, a zatem
e jeden ek o 65na, usunaé taczacy je opornik (lub polaczyé je dowolnym oporem) bez
zmiany oporu calodci uktadu. Na rysunku te usuniete oporniki zaznaczone sa
przerywanymi liniami. Oznaczmy przez r operacje obliczania oporu zastepczego
dla dwéch réwnolegle polaczonych opornikéw (polega ona na podzieleniu
iloczynu obu oporéw przez ich sume), a przez s operacje obliczania oporu
zastepczego dla polaczenia szeregowego (czyli po prostu ich sume). Opory
zastgpcze dla pierwszych trzech wielokatéw mozna zapisaé nastepujaco

znika.
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RS = Irl = "2-,
11 5
Rs = 1?’585?1 = ﬁ,

Ry = 1?’%3%?‘%5%?1 = %,
Wielkoé¢ § jest wynikiem réwnoleglego potaczenia dwéch jednostkowych
oporéw. Kolejne operacje w powyzszych ciagach symboli mozna wykonywaé
zaczynajac zarowno od lewej, jak i od prawej strony, co widaé z symetrii
wyrazen. Nie wolno natomiast zaczaé rachunkéw od érodka wyrazenia; zeby
zrozumie¢ dlaczego — wystarczy popatrze¢ na réwnowazne wielokatom sieci
zastepcze. Méwiac inaczej, istnieja tylko dwa poprawne sposoby rozmieszczenia
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Rozwiazanie zadania F 456.
rzystamy 2 pojecia kata
hiperbolicznego v, ktéry w ukladzie
jednostek, takim ze ¢ # 1, wyraza sig
WZorem
I v
tghyy = —
c
(dla przejécia migdzy dwiema kolejnymi
gy lami). Poniewaz kat hiperboliczny
je elkodcia addytywna, wiec
dla przejécia miedzy N-ta gwiazda
a obserwatorem wynosi on
¥ = Ny,
czyli odpowiednia predkoéé wynosi

V =c-tgh (.‘\".-\rl gh 1)
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nawiaséw; sa to takie rozmieszczenia, przy ktérych we wnetrzu kazdej pary
nawiasoéw znajduje sie co najwyzej jedna para nawiasoéw (oczywiscie, moze ona -
zawieraé w swoim wnetrzu inna pare) i jedna operacja laczenia opornikéw.
Zauwazmy, ze kazdy opor zastepezy powyzszego ciggu (oprécz, oczywiscie,
pierwszego) otrzymamy umieszclzajqc we wnetrzu wyrazenia odpowiadajacego

jego poprzednikowi symbol r%sE bezposrednio przed konicowym r1 (lub %s%r

bezpoérednio po pierwszym 17). Zapiszmy opdr n-kata w postaci utamka

R,,:arl:T,

gdzie a jest wynikiem operacji poprzedzajacych rl, natomiast k i/ sa liczbami
wzglednie pierwszymi (fakt, ze wynik dla dowolnego n jest liczba wymierna, jest
trywialny). Postlugujac sie regulami taczenia oporéw w natychmiastowy sposéb
mozemy wyrazi¢ a przez kil k

i
Wartosé oporu dla n + 2-kata jest, zgodnie z tym, co juz powiedzieliSmy, réwna

11 3k+1
= —-g5=r] = i
Rnga arzsor 5F 13l

W ten sposéb, zaczynajac od pierwszego elementu ciggu, dla ktérego k = 1
i | = 2, mozemy obliczy¢ dowolny jego element.

Zwréémy teraz uwage na nastepujacy ciekawy fakt. Dla obliczonych trzech
oporow zastepczych liczniki utamkéw sa liczbami Fibonacciego, natomiast
mianowniki sa sumami liczby poprzedzajacej 1 nastepujacej w ciagu
Fibonacciego po liczbie bedacej licznikiem. Czy jest to przypadek, czy tez
prawidlowo$é? Gdyby to byla prawda dla dowolnego oporu, jego warto$é mozna
by zapisa¢ jako

_ F, B 1
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a zatem dla n dazacego do nieskonczonosci opdr dazyltby do
|
T S
gdzie 7 jest wspélczynnikiem zlotej proporcji.

Najprostszy sposéb sprawdzenia, ze tak jest istotnie, to dowdd indukcyjny.

Wiemy, ze dla malych wartosci n opér zastepczy R, wyraza sie w opisany

sposéb przez liczby Fibonacciego. Zalézmy zatem, ze dla pewnego n zachodzi
k F,

an == —
l Fﬂ+1 + Fn-+1
Dla n wiekszego o 2 mamy
3k +1 Fr 4+ Faq1
Rpy2= = ;
5k+31 F,+3F.
Ostatni ulamek przepiszemy w postaci
Fryo i Fryo
Fn+2+2Fn+l Fﬂ+3+Fn+1 :

co konczy dowdd.

W przypadku gdy wielokat ma parzysta liczbe wierzchotkdw, jego opdr
zastepczy takze wyraza sie przez liczby Fibonacciego, choé jest to bardziej
zlozona formuta. Jednak 1 wtedy dla n dazacego do nieskonczonosci opor
dazy do 715 Sprawdzenie tego niech pozostanie éwiczeniem dla dociekliwego

Czytelnika.

W analogiczny sposéb mozna obliczyé pojemnosé zastepcza wielokata
zbudowanego z jednakowych kondensatoréw o jednostkowej pojemnoéci. Znajac
wynik dla wielokata zbudowanego z opornikéw wynik dla kondensatoréw
mozemy podaé¢ natychmiast. We wszystkich réwnaniach musimy zastapi¢
przez 2 oraz zamieni¢ miejscami r 1 s, a ostateczny wynik, czyli pojemno$
zastepcza to, oczywiscie, V5.
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Na koniec pozostaje jeszcze dodaé, ze zaprezentowany tu sposéb obliczenia
zastepczego oporu zostal podany przez Kanadyjczyka Roberta H. Marcha.

11



