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Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 329 (WT=1,50), 330 (WT=2,17),
Zz numeru 11/1996

Piotr Zmijewski - Lod# 42,82
Krzysztof Zapisek - Warszawa 40,70
Bartlomiej Dyda - Wrocltaw 40,00
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 35,44

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n 4+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 - 35/N, gdzie § oznacza sumg ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadail z matematyki z numeru 3/1997
Przypominamy tres¢ zadan:

337. Niech a = (iv3 - 1}/2. Wyznaczyé wszystkie funkeje f zmiennej zespolonej z, o wartosciach

zespolonych, spelniajace réwnanie funkeyjne f(az + 1) 4 f(2) = 22,

2n
an
338. Dowiesé, e dla kazdej liczby naturalnej n > 1: E (=1)* ( :’) K™,

k=0
337. Liczby 1, o, o? sa trzema réznymi pierwiastkami trzeciego stopnia z jednodci. Tak wiec
a? + o +1 =0, o® = 1. Obliczamy kolejne iteracje funkeji liniowej l(z) =z +1:
H{z):azz+a+1, ME) =2+’ +a+1=z.
W podanym réwnaniu

(1) f(=) + f(2) = 22
zastepujemy z najpierw przez [(z), a nastepnie przez [l(z):

(2) FU1=)) + £(1(=) = (I(2))?,
(3) FU(=2)) + f(U(2)) = (U(=))2.

A poniewaz f(lll(z)) = f(z), zatem zwiazki (1), (2), (3) stanowia (dla ustalonej liczby z)
uklad trzech réwnaii liniowych z niewiadomymi f(z), f(I(z)), f(Il(z)). Rozwiazujac ten uklad
otrzymujemy wynik:

f(z) = 3( + (1(2))? - ((2))?);
po przeksztalceniu:
f(z) = (e +1)22 — 202 + %{a -1).

Ta funkcja spelnia réwnanie (1) i jest jego jedynym rozwiazaniem.

338. WeZmy pod uwage funkcje

2n
o) = (= =12 = Y- () e
k=0

i obliczmy jej n-ta pochodna:

¢M(z) = i(_l)k (2:) ek
k=0

Z rozwinigcia potegowego funkcji e® dostajemy réwnosé
$2 .28 2n )
g{x):(x+§+§+---) =" 4 12! et 4

napisane szeregi potegowe sa zbieine dla wszystkich z; dokladne wartodci wspélezynnikdw ¢
nie maja znaczenia. Z otrzymanej réwnosci wynika, ze g(“)(ﬂ} = 0. W polaczeniu
z wezedniejszym wzorem daje to teze zadania.
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Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadah 229 (WT=1,38), 230 (WT=3,25)
z numeru 12/1996

Frzemyslaw Gworys - C:gatuchowa 45,05
Andrzej Idsik — Boleslawiec 43,35
Prezemyslaw Gadzinski - Sroda Sl 32,66

Jako pigty z kolei do grona Weterandw
Klubu 44F dolacza P. Gworys.
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Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/1997
Przypominamy tresé¢ zadaii:

235. Na rysunku 1 przedstawiono zaleznoéé od temperatury stosunku mas cukru i wody p

w roztworze nasyconym. Obliczyé maksymalng temperature wody, ktére] dolanie do nasyconego
roztworu cukru w wodzie o temperaturze 100°C spowaduje krystalizacje czeéci cukru (chachy
niewielkiej). Rozwazyé dwa przypadki:

a) dolewamy niewielka ilosé¢ wody,

b} dolewamy ilos¢ wody rdwna 1/3 poczatkowe] ilodci wody w rostworze.

Nalezy przyjac, 2e cieplo pobrane lub oddane podczas zmiany temperatury rostworu jest réwne
sumie wyrazen odpowiadajacych zmianie temperatury wody i cukru, przy czym cieplo wilasciwe

cukru jest réwne 0,30 ciepla wlasciwego wody.

236. Napastnik biegnacy w strone bramki przeciwnika znajduje sig na wprost niej i otrzymuje
boczne podanie: pitka toczy sig poziomo 2 predkodcia 25 m/s réwnolegle do linii bramkowej

w odleglodei 20 m od niej. Gdy napastnik kopie pilke, jego noga porusza sie do przodu

z predkoscia 15 m/s. Ocenié¢ orientacyjnie niezbedna do zdobycia bramki dokladnosé czasu At,
w ktdrym noga przekracza dowolng linie. Szerokosdé bramki wynosi 7,3 m, a drednica pilki - 22 em.

Pomingé rolg bramkarza i kwestie zwigzane z wysokodcia poprzeczki i nogi.

235. Rozwazymy najpierw punkt b). Przesycenie roztworu i krystalizacja nadwyzki cukru
nastapi wtedy, gdy spelniona bedzie nieréwnosc

p(To) > (1 + q)p(T%),
gdzie Ty = 100°C jest temperatura poczatkowa roztworu, T} jest temperatura po dolaniu
wody, a g = 1/3 jest stosunkiem masy dolanej wody do poczatkowej masy wody w roztworze.
Z wykresu odezytujemy p(To) & 0,49 (lub nieco mniej) i obliczamy p(T)/(1 + g) &~ 0,36 = 0,37.
Rozpatrujac dalej przypadek graniczny (gdy nieréwnosé przechodzi w réwnoéé) odczytujemy
maksymalna wartoéé T /= 81°C. Aby wyznaczy¢ poczatkowa temperature wody T, ulozymy
bilans ciepla:

cw(To = Tk) + p(To)ce(To — 1) = gew(Th = T'),
gdzie ¢y i ce sa cieplami wlasciwymi wody i cukru. Dzielac obie strony przez ¢,, dochodzimy
do réwnania

T(To = Tx) = q(Tk = T),

gdzie T =1 + p(To)ec/cw = 1,146. Stad obliczamy T = 15°C. Powyzsze rachunki mozna
zinterpretowaé graficznie w sposéb nastepujacy: prowadzimy na wykresie p(T) prosta pozioma
na wysokosci p(Th)/(1 + g), na przecieciu tej prostej z wykresem znajdujemy T}, i przez te dwa
punkty wykresu prowadzimy sieczna przedluzajac ja do przecigcia z osia temperatury (rys. 2).
Odcinek pomiedzy punktem przeciecia a T}, jest réwny (Typ — Tk )/q i w celu wyznaczenia T'
nalezy go powiekszy¢ o czynnik 7, tzn. 7' jest punktem na osi temperatury, ktérego odlegloédé
od T} jest 7 razy wieksza niz odlegloé¢ wspomnianego punktu przeciecia od 7.

Przedstawiona interpretacja graficzna pozwala bez trudnoéci przejsé do granicy g — 0,

Ty — Ty (punkt a) zadania) — wystarczy tylko zamiast siecznej poprowadzié styczna do
wykresu w punkcie Tp. Styczna ta przecina o temperatury w punkcie odpowiadajacym

okolo 40°C; po pomnozeniu 100°C — 40°C = 60°C przez 7 otrzymujemy 69°C, czyli T a2 31°C.

236. Dla uproszczenia pominiemy obrét pilki i przyjmiemy, ze sila dzialajaca na nia w chwili
kopniecia jest prostopadla do jej powierzchni. Zalézmy tez, ze masa nogi jest znacznie wieksza
od masy pilki, a odbicie jest sprezyste (pominiete efekty sa istotne dla kierunku lotu pilki, ale
ich znaczenie dla wymaganej dokladnosci czasu jest prawdopodobnie niewielkie). W ukladzie
zwiazanym z butem pilka porusza si¢ ukosnie (rys. 3), przy czym skladowa x predkosci jest
réwna vz = 25 m/s, a wartoéé bezwzgledna skladowej y — réwna vy, = 15 m/s, zatem wartoéé
kata kierunkowego o wynika z réwnania tg o = v; /vy. Aby odbicie nastapilo w przdd, kat
odbicia powinien wynosié¢ «/2. Blad czasu At oznacza na rysunku 3 pionowe przesuniecie buta
(ktdérego rozmiary pomijamy) o odcinek Ay = vy At; punkt zetkniecia przesunie sie wtedy po
powierzchni pitki o Ay/ sin{a/2), a kierunek lotu odbitej pilki zmieni sie o

24y 2uyAt
rsin(a/2) ~ rsin(a/2)’
gdzie r — promien pilki. Powyzszy wzor przedstawia kat Ao w ukladzie odniesienia zwiazanym

Aa =

z butem, natomiast aby ocenié¢ jego maksymalna wartoéé¢ pozwalajaca trafi¢ do bramki, nalezy
przejsé do ukladu nieruchomego, przy czym Ao ulegnie podzieleniu przez czynnik 1 + cos
(szczegdly wyprowadzenia pomijamy). Preyréwnujac otrzymane wyrazenie do szerokoéci
katowej bramki i podstawiajac dane liczbowe znajdujemy o = 59°, At 22 1 ms.
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