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jednostkowej. Niech Ai oznacza koniec

wektora Vi o poczatku w punkcie O.
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czyli
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To oszacowanie dalekie jest. od

optymalnego. Jak je poprawic?

Przypominamy, ze

sinh 1/1 = ~ (e" - e-" )

natomiast

coshl/l = ~ (e" + e-")

Geometria Minkowskiego
Wojciech KOPCZYNSKI

Za date powstania szczególnej teorii wzglednosci (STW) przyjmuje sie rok 1905,

w którym ukazal sie artykul Alberta Einsteina Zur Elektrodynamik der bewegter

J( orper - w tlumaczeniu polskim O elektrodynamice cial w ruchu. W artykule

tym zostala zawarta w zasadzie cala tresc fizyczna STW, zwlaszcza zas

zaleznosc pomiarów czasu i dlugosci od obserwatora uwidoczniona w efektach

dylatacji czasu i skrócenia dlugosci Lorentza-Fitzgeralda. Te i inne efekty

relatywistyczne okazaly sie konsekwencjami przeksztalcen Lorentza, laczacych

wspólrzedne czasoprzestrzenne (t, x, y, z) jednego obserwatora inercjalnego ze

wspólrzednymi (t', x', y', Z') innego takiego obserwatora. (Przez obserwatora

inercjalnego rozumiemy takiego obs.erwatora, dla którego ruchy swobodne sa

ruchami prostoliniowymi i jednostajnymi.) Przeksztalcenia Lorentza maja postac

I t-Vx I x-l1t I I

t=~, x=~, y=y, z=z,y1- V2 y1- V2

przy czym: uzylem ukladu jednostek, w którym predkosc swiatla jest c = 1;

przyjalem, ze obserwator o wspólrzednych primowanych porusza sie z predkoscia

V w dodatnim kierunku osi x; oraz ze w chwili mijania sie obserwatorów

wszystkie ich wspólrzedne wynosza zero.

Formulujac STW Einstein nie uzywal pojecia czasoprzestrzeni - zbioru zdarzen,

operowal oddzielnie pojeciami czasu i przestrzeni, mimo ze kazdy obserwator

inercjalny - jak sugeruja to przeksztalcenia Lorentza - ma swój wlasny czas

i przestrzeli. Pojecie czasoprzestrzeni pojawilo sie podczas odczytu wygloszonego

w 1908 roku przez Hermanna Minkowskiego w Kolonii. Minkowski pokazal,

ze do opisu STW wygodnie jest poslugiwac sie szczególna czterówymiarowa

geometria, nazwana pózniej jego nazwiskiem.

Osoby stykajace sie po raz pierwszy z geometria czasoprzestrzeni

czesto nie umieja sobie poradzic z dylematem: jak pogodzic geometrie

z czterowymiarowoscia. Fachowcy radza uzmyslowic sobie, ze aby opisac

zdarzenie nalezace np. do historii pewnego punktu materialnego, trzeba podac

cztery liczby -jedna okreslajaca czas zajscia zdarzenia i trzy okreslajace jego

polozenie. Laikom rada ta rzadko pomaga. Mozna spróbowac wiec innej drogi

i zamiast opisywac czterowymiarowa czasoprzestrzen, zajac sie dwuwymiarowa

czasoprostq. I to jest chyba wlasciwy sposób, bo wszystkie istotne cechy

4-wymiarowej geometrii Minkowskiego widoczne sa w jej 2-wymiarowym

wariancie. Zajme sie wiec geometria czasoprostej, tj. zbiorem zdarzell nalezacych

do historii pewnej prostej spoczywajacej wzgledem pewnego obserwa.tora

inercjalnego. Na czasoprostej z przeksztalcen Lorentza pozostaje to, co istotne,

I t-l1x I x-Vtt - ---- x - ----
-~' -~'

a o wspólrzednych y i z mozna zapomniec. Do sparamet.ryzowania tych

przeksztalcen wygodnie jest uzyc - zamiast predkosci V - kata hiperbolicznego

1/J,okreslonego wzorem

sinh1/J= ~.1- V2

Stosujac wzory trygonometrii hiperbolicznej cosh21/J - sinh2 1/J= 1
i tgh 1/J= sin h 1/J/cosh 1/Jszybko otrzymuje

1

cosh 1/J= ~' tgh 1/J= 11 ,1- V2

a przeksztalcenia Lorentza przybieraja postac

t' = cosh 1/J. t - sinh 1/J. x , x' = - sin h 1/J. t + cosh 1/J. x .

Wzory te jako zywo przypominaja wzory na obrót kartezjanskiego ukladu

wspólrzednych wokól jego poczatku. Aby sie o tym przekonac, nalezy podstawic

1/J= iej;oraz t = ir. Korzystajac wtedy z tozsamosci cosh iej;= cos ej; oraz

sinh iej;= i sin ej;, otrzymuje
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X' = sin <P . l' + cos <P . x ,1" = cos <P . l' - sin <P . x ,

czyli wzory na obrót.

Kat hiperboliczny 1/J jest bardzo wygodnym sposobem parametryzacji

przeksztalcen Lorentza. Przy skladaniu przeksztalcen Lorentza katy

hiperboliczne dodaja sie - podobnie jak dodaja sie zwykle katy przy skladaniu

obrotów. W ten sposób kat hiperboliczny przejmuje role predkosci z fizyki

przedrelatywistycznej. Jesli mamy trzech obserwatorów, obserwator 2 porusza

sie wzgledem obserwatora l z predkoscia V1 = tgh 1/Jl, a obserwator 3 porusza sie

wzgledem obserwatora 2 z predkoscia V2 = tgh 1/J2, to predkosc obserwatora 3
wzgledem obserwatora l dana jest w fizyce przedrelatywistycznej wzorem

V = V1 + V2, a w fizyce relatywistycznej uwiklanym wzorem 1/J = 1/Jl + 1/J2.

Geometria Minkowskiego przejmuje z geometrii euklidesowej pojecia afiniczne,

a wiec pojecia punktu, prostej i prostych równoleglych (które nigdzie sie nie

przecinaja). Rózni sie zas od geometrii euklidesowej pojeciami metrycznymi,

a wiec takimi jak dlugosc odcinka (wektora), pojecie kata miedzy prostymi
i twierdzenie Pitagorasa.

Warto zauwazyc, ze odpowiednikiem kwadratu wektora o poczatku w punkcie

(O, O) i koncu w punkcie (x, 1'), czyli

x2 + 1'2 ,

jest w geometrii Minkowskiego liczba

x2 _ t2 ,

która zwana jest interwalem i która przyjmuje zarówno wartosci dodatnie, jak

ujemne. W zwiazku z tym wektory dzielimy na: czasowe - dla których liczba

ta jest ujemna, zerowe - dla których wynosi zero i przestrzenne - dla których

jest dodatnia. Konce wektorów zerowych w czasoprostej leza na tzw. prostych

zerowych x = ±t (w czasoprzestrzeni zas tworza tzw. stozek Minkowskiego).

Majac juz pojecie kwadratu u2 wektora u, mozna stworzyc pojecie iloczynu

skalarnego wektorów u i v, stosujac wzór

2u· v = (u + v)2 - u2 - v2 .

Wektory u, v, takie ze u . v = O, nazywamy prostopadlymi. Latwo zauwazyc,

ze do wektora czasowego moze byc prostopadly tylko wektor przestrzenny,

natomiast wektor zerowy jest prostopadly tylko do wspólliniowego z nim

wektora zerowego (uwaga: wymiar = 2). Os x jest prostopadla do osi t,
a poniewaz wszyscy obserwatorzy inercjalni sa równoprawni, wiec dotyczy to

takze osi x' i t'. Gdy wykonasz rysunki tych osi poslugujac sie przeksztalceniami

Lorentza, Twoja euklidesowa intuicja powie Ci, ze te stwierdzenia nie moga byc

jednoczesnie prawdziwe dla obu par osi. Chcac wyczuc geometrie Minkowskiego,

powinienes wiec czesciowo odejsc od euklidesowej intuicji.

Aby mozna bylo zbudowac na czasoprostej trójkat prostokatny, jedna z jego

przyprostokatnych musi byc czasowa, a druga przestrzenna. Skieruje wzdluz

tych przyprostokatnych osie t i x odpowiadajace pewnemu obserwatorowi

inercjalnemu. Przeciwprostokatna moze byc czasowa, zerowa lub przestrzenna.

W przypadku gdy przeciwprostokatna jest czasowa, mozna wzdluz niej skierowac

os t' pewnego obserwatora inercj alnego (rys. l), a odpowiednik wzoru Pitagorasa

przybierze postac t'2 = t2 - x2. Na przeciwprostokatnej jest x' = O, wiec

przeksztalcenia Lorentza daja x = Vt, czyli

t' = V1=V2 t < t .

Zatem ta forma wzoru Pitagorasa odpowiada efektowi dylatacji czasu: czas

w ukladzie poruszajacym sie biegnie wolniej.

W przypadku gdy przeciwprostokatna jest przestrzenna, mozna wzdluz niej

skierowac os x' pewnego obserwatora inercjalnego (rys. 2), a odpowiednik wzoru
Pitagorasa przyjmie postac X/2 = x2 - t2• Teraz na przeciwprostokatnej t = Vx,

x czyli I ~x = V l - V~x < x.

Zatem ta forma wzoru Pitagorasa odpowiada efektowi skrócenia

Lorentza-Fitzgeralda: pret poruszajacy sie jest widziany jako krótszy.
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Rozwiazanie zadania F 455. Slady

zostawiane przez gwiazdy sa przeciecian1i

stozków (powstalych przez obrót

prostej przechodzacej przez srodek

ukladu optycznego i gwiazde wokól osi

równoleglej do osi swiata) z plaszczyzna

blony fotograficznej. Przeciecie stozka

i plaszczyzny moze wyznaczac prosta,

tylko jezeli plaszczyzna zawiera os

symetrii stozka lub jezeli stozek jest

plaszczyzna, tzn. ma kat rozwarcia 7r.

,V opisanym przypadku tylko druga

mozliwosc wchodzi w gre (dlaczego?).

W takim razie gwiazda musi lezec na

równiku niebieskin1, tzn. nH.lsi miec

deklinacje O stopni.
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