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Geometria Minkowskiego
Wojciech KOPCZYNSKI

Za date powstania szczegdlnej teorii wzglednosci (STW) przyjmuje sie rok 1905,
w ktérym ukazal sie artykul Alberta Einsteina Zur Elektrodynamik der bewegter
Korper — w ttumaczeniu polskim O elektrodynamice ciat w ruchu. W artykule
tym zostala zawarta w zasadzie cala tresé fizyczna STW, zwlaszcza za$
zaleznos¢ pomiaréw czasu i dlugoéci od obserwatora uwidoczniona w efektach
dylatacji czasu i skrécenia dlugosci Lorentza-Fitzgeralda. Te i inne efekty
relatywistyczne okazaly si¢ konsekwencjami przeksztalceri Lorentza, Yaczacych
wspéhrzedne czasoprzestrzenne (¢, z,y, z) jednego obserwatora inercjalnego ze
wspéhrzednymi (¢, 2', 3/, 2’') innego takiego obserwatora. (Przez obserwatora
inercjalnego rozumiemy takiego obserwatora, dla ktérego ruchy swobodne sa
ruchami prostoliniowymi i jednostajnymi.) Przeksztalcenia Lorentza maja postaé
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przy czym: uzylem ukladu jednostek, w ktérym predkoéé swiatla jest ¢ = 1;
przyjatem, ze obserwator o wspoétrzednych primowanych porusza sie z predkoécia
V' w dodatnim kierunku osi «; oraz ze w chwili mijania si¢ obserwatoréw
wszystkie ich wspdlrzedne wynosza zero.

Formulujac STW Einstein nie uzywal pojecia czasoprzestrzeni — zbioru zdarzen,
operowal oddzielnie pojeciami czasu i przestrzeni, mimo ze kazdy obserwator
inercjalny — jak sugeruja to przeksztalcenia Lorentza — ma swéj wlasny czas

1 przestrzen. Pojecie czasoprzestrzeni pojawilo sie podezas odezytu wygloszonego
w 1908 roku przez Hermanna Minkowskiego w Kolonii. Minkowski pokazal,

ze do opisu STW wygodnie jest postugiwaé sie szczegdlna czterowymiarows
geometria, nazwana pozniej jego nazwiskiem.

Osoby stykajace sie po raz pierwszy z geometria czasoprzestrzeni
czgsto nie umieja sobie poradzi¢ z dylematem: jak pogodzié geometrie
z caterowymiarowoscig. Fachowcy radza uzmystowié sobie, ze aby opisaé
zdarzenie nalezace np. do historii pewnego punktu materialnego, trzeba podaé
cztery liczby — jedna okreslajaca czas zajécia zdarzenia i trzy okredlajace jego
polozenie. Laikom rada ta rzadko pomaga. Mozna sprébowaé wiec innej drogi
i zamiast opisywaé czterowymiarows czasoprzestrzei, zajaé sie dwuwymiarowa
czasoprostg. 1 to jest chyba whasciwy sposéb, bo wszystkie istotne cechy
4-wymiarowe] geometrii Minkowskiego widoczne sa w jej 2-wymiarowym
wariancie. Zajme si¢ wiec geometria czasoprostej, tj. zbiorem zdarzen nalezacych
do historii pewne]j prostej spoczywajacej wzgledem pewnego obserwatora
inercjalnego. Na czasoproste]j z przeksztalceri Lorentza pozostaje to, co istotne,
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a o wspéhrzednych y i z mozna zapomnieé. Do sparametryzowania tych
przeksztalcen wygodnie jest uiy¢ — zamiast predkoéci V — kqta hiperbolicznego
1, okreslonego wzorem
v
Vi-Vv?’
Stosujac wzory trygonometrii hiperbolicznej cosh? v — sinh® Pp=1
i tgh ¢ = sinh ¢/ cosh 9 szybko otrzymuje

sinh ¢ =

cosh ) = tghy =V,

1
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a przeksztalcenia Lorentza przybieraja postaé

t' =coshty -t —sinhyp-z, 2'=—sinhey-t+coshy-a.

Wzory te jako zZywo przypominaja wzory na obrét kartezjanskiego ukladu
wspolrzednych wokdl jego poczatku. Aby sie o tym przekonaé, nalezy podstawié
¥ = i¢ oraz ¢t = it. Korzystajac wtedy z tozsamoséci cosh i¢ = cos ¢ oraz
sinhi¢ = isin ¢, otrzymuje
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7' =cos¢-T—sing-x, 2 =singd -7+ coseh-x,
czyli wzory na obrét.

Kat hiperboliczny 1 jest bardzo wygodnym sposobem parametryzacji
3&- przeksztalcenn Lorentza. Przy skladaniu przeksztalcen Lorentza katy
Rozwiazanie zadania F 455. Slady hiperboliczne dodaja sie — podobnie jak dodaja sie zwykte katy przy sktadaniu
zostawiane przez gwinzdy sa praecicciami - obrotéw. W ten sposéb kat hiperboliczny przejmuje role predkosci z fizyki

stozkéw (powstalych przez obrét
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S i Geometria Minkowskiego przejmuje z geometrii euklidesowe) pojecia afiniczne,
].I'i'l?'i'ﬂr.."d_\-"ﬁ[li-l._\ tzn. ma }\?11 rozwarclia m. % N % [ = N X b3 . . .
W opisanym przypadku tylko druga a wiec pojecia punktu, prostej i prostych réwnoleglych (ktére nigdzie sie nie
mozliwosé wehodzi w gre (dlaczego?). przecinaja). Rozni si¢ zas od geometrii euklidesowej pojeciami metrycznymi,
s ""‘.ll"”“ ks ’i‘.'”az;l’i’n"'[‘]"‘E:H:""]'/I‘f:'(_’m a wiec takimi jak dlugosé odcinka (wektora), pojecie kata miedzy prostymi
rowniku niebileskim, tzn. mus eé 7 2 s 3
deklinacje 0 stopni. i twierdzenie Pltﬂ-gorﬂsa.
Warto zauwazy¢, ze odpowiednikiem kwadratu wektora o poczatku w punkcie
(0,0) i koiicu w punkeie (z, 7), czyli
z? + r? 4
jest w geometrii Minkowskiego liczba
T ;
ktéra zwana jest interwalem 1 ktéra przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak
ujemne. W zwiazku z tym wektory dzielimy na: czasowe — dla ktérych liczba
ta jest ujemna, zerowe — dla ktérych wynosi zero i przestrzenne — dla ktérych
jest dodatnia. Koiice wektoréw zerowych w czasoprostej leza na tzw. prostych
zerowych @ = 4t (W czasoprzestrzeni za$ tworza tzw. stozek Minkowskiego).

Majac juz pojecie kwadratu u? wektora u, mozna stworzyé¢ pojecie iloczynu
skalarnego wektoréw u i v, stosujac wzoér
t 2u-v=(u+v)?-—u-v2,

Wektory u, v, takie ze u . v = 0, nazywamy prostopadtymi. Latwo zauwazy¢,
\ ze do wektora czasowego moze by¢ prostopadly tylko wektor przestrzenny,
natomiast wektor zerowy jest prostopadly tylko do wspdlliniowego z nim
wektora zerowego (uwaga: wymiar = 2). O8 z jest prostopadla do osi t,
" a poniewaz wszyscy obserwatorzy inercjalni sa réwnoprawni, wiee dotyczy to
(¢ takze osi 2’ 11'. Gdy wykonasz rysunki tych osi postugujac sie przeksztalceniami
Lorentza, Twoja euklidesowa intuicja powie Ci, ze te stwierdzenia nie moga by¢
jednoczesnie prawdziwe dla obu par osi. Cheac wyczué geometrie Minkowskiego,

) _ powiniene§ wiec czedciowo odejsé od euklidesowe] intuicji.
f— g
=z = Aby mozna bylo zbudowa¢ na czasoprostej tréjkat prostokatny, jedna z jego
i przyprostokatnych musi byé czasowa, a druga przestrzenna. Skieruje wzdluz
v tych przyprostokatnych osie ¢ 1  odpowiadajace pewnemu obserwatorowi
inercjalnemu. Przeciwprostokatna moze byé czasowa, zerowa lub przestrzenna.
bt W przypadku gdy przeciwprostokatna jest czasowa, mozna wzdluz niej skierowaé

of t' pewnego obserwatora inercjalnego (rys. 1), a odpowiednik wzoru Pitagorasa
przybierze postaé t'? = #? — z?. Na przeciwprostokatnej jest ' = 0, wiec
przeksztalcenia Lorentza daja z = Vi, czyli

t'=vV1-Vit<t,
Zatem ta forma wzoru Pitagorasa odpowiada efektowi dylatacji czasu: czas
w ukladzie poruszajacym sie biegnie wolniej.

W przypadku gdy przeciwprostokatna jest przestrzenna, mozna wzdluz niej
skierowaé o§ &’ pewnego obserwatora inercjalnego (rys. 2), a odpowiednik wzoru
Pitagorasa przyjmie postaé z'> = 2? — 1%, Teraz na przeciwprostokatnej t = Vz,

ezl '=v1-Viz<ze.

Rys. 2 Zatem ta forma wzoru Pitagorasa odpowiada efektowi skrécenia
Lorentza-Fitzgeralda: pret poruszajacy sie jest widziany jako krétszy.
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