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Ta wlasnoéé, znana wiréd matematykéw

grywajacych w brydza pod nazwa

paradoksu drugiego asa (réwnie dobrze

mozna tu bowiem méwié nie o 4, tylko

o 2 asach), byla ponad osiemdziesigt lat

temu przyczyna nieporozumienia migdzy

egzaminatorami na Wydziale Matematyki

Uniwersytetu w Cambridge. Mozna

o tym przeczytad w A mathematician's

miscellany Johna Edensora Littlewooda.
Red. jesli wiemy, ze starsze dziecko jest chlopcem.

Zaskakujace wlasnosci
prawdopodobienstwa warunkowego

Jacek JAKUBOWSKI

o ; & P(ANB
Prawdopodobienstwo warunkowe jest zdefiniowane wzorem P(A|B) = ﬁ
dla takich zdarzen B, ze P(B) > 0. Definicja jest naturalna, ma wiele
»porzadnych” wlasnosci 1 wiele zastosowan. Ale ma tez whasnoscei, ktére

przecza potocznym wyobrazeniom i sa bardzo zaskakujace dla wiekszosci oséb.
Niezdawanie sobie z nich sprawy prowadzi do blednych rozumowan. Pokaze tu

trzy przyktady takich zaskakujacych wlasnosei.

Dla prostoty zalézmy, ze przestrzen zdarzen elementarnych jest zbiorem
skonczonym.

Wilasnosé 1
(1) P(A|B) > P(A) < P(B|A) > P(B),
gdyz kazda strona jest réwnowazna nieréwnosci P(A N B) > P(B)P(A).

Gdy nieréwnosé¢ P(A|B) > P(A) bedziemy interpretowali w ten sposéb,

ze zajécie zdarzenia B zwieksza szanse zajécia zdarzenia A (co wydaje sie
sensowna interpretacja), to (1) oznacza, ze zajscie zdarzenia B zwicksza szanse
zajscia zdarzenia A wtedy i tylko wtedy, gdy zajscie zdarzenia A zwicksza szanse
zajécia zdarzenia B. Jest to sprzeczne z intuicja wielu oséb, ktérym wydaje sie,
ze jesli B zwieksza szanse zajscia A, to A zmniejsza szanse zajscia B.

Korzystajac z (1) widzimy bez obliczania, ze prawdopodobienstwo tego,
iz w grze w brydza gracz A ma asa pik (zdarzenie A), jesli wiemy, ze ma
co najmniej jednego asa (zdarzenie B), jest wieksze od bezwarunkowego
prawdopodobienstwa, ze ma asa pik (gdyz P(B|A) = 11 korzystamy z (1)).

Z (1) zwiazane sa takze inne zaskakujace dla nas wlasnosci, np. jedli D zwieksza
szanse zajscia A 1 D zwieksza szanse zajscia B, to wcale nie wynika z tego,

ze D zwicksza szanse zajécia A N B. Przykladem takiej sytuacji moze byé
doswiadczenie polegajace na wyciagnieciu jednej karty z talii 52 kart. Niech
zdarzenie A polega na wyciagnieciu pika lub kiera, zdarzenie B polega na
wyciagnieciu trefla lub kiera, natomiast zdarzeniu D sprzyja wyciagniecie asa
lub kréla kier, lub trefla nie bedacego asem, lub pika nie bedacego asem (prosze
wykazaé, ze P(A|D) > P(A), P(B|D) > P(B) i P(An B|D) < P(An B)).

Wtlasnoéé 2

Niech A, B, C beda takimi zdarzeniami, ze C C AN B i B nie zawiera si¢ w A.
Wtedy

P(C|A) > P(C|AU B).
(ta nieréwnos$é jest prosta konsekwencja definicji i tego, ze P(A) < P(AU B)).
W szczegdlnosel, gdy wiemy, ze zaszlo A, to prawdopodobienstwo warunkowe,
ze zaszlo AN B, jest wicksze, niz gdy wiemy, ze zaszto A lub zaszlo B, lub
zaszly oba naraz.

Korzystajac z tego widzimy bez obliczania, ze w grze w brydza
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze gracz A ma 4 asy, jesli wiemy, ze ma asa pik,
jest wieksze od prawdopodobienstwa, ze gracz A ma 4 asy, jesli wiemy, ze ma
co najmniej jednego asa.

Inny przyktad: Wybieramy jedna rodzine sposrdd rodzin z dwojgiem

dzieci. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wybierzemy rodzine z dwoma
chlopcami, jedli wiemy, ze w wybranej rodzinie jest chlopiec, jest mniejsze od
prawdopodobienstwa zdarzenia, ze w wybranej rodzinie jest dwoch chlopcow,
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Wlasnosé 3
Paradoks Simpsona

Moze zachodzié:

(2) P(A|B) < P(A|B')

i jednoczesnie

(3) P(A|BNC) > P(A|B'nC), P(A|BNC') > P(A|B'nC").

A', B, C' oznaczaja zdarzenia przeciwne do 4, B i C. Wydaje sie to
sprzeczne z intuicja, gdyz ze wzoru na prawdopodobiefistwo catkowite P(A|B)
jest §rednia wazona z P(A|BNC) i P(A|BNC’), a P(A|B’) jest érednia
wazona z P(A|B'NC) i P(A|B'NC"). Ale odpowiednie wagi moga by¢
rézne i w rezultacie (2) i (3) moga zachodzié jednoczednie. Gdy zdarzenia B
i C' sa niezalezne, to ten paradoks nie moze zaj$é. Paradoks pokazuje, z jak
wielka uwaga 1 ostroznoscia powinnidmy stosowaé wnioskowanie oparte na
prawdopodobienstwie warunkowym. Stownie mozna sformultowaé paradoks
w nastepujacy sposéb:

Moze sie zdarzy¢ sytuacja, ze w miescie X jest wieksza umieralnoéé chorych na
raka niz w mieécie Y, a mimo to dla chorych kobiet wieksza umieralnosé jest
w miescie Y i dla chorych mezezyzn takie wieksza umieralnoéé jest w miescie Y.

Redaguje Krzysziof OLESZKIEWICZ

M 810. Pewna bakteria z prawdopodobieiistwem p po uplywie sekundy dzieli sie
na dwie bakterie potomne, natomiast z prawdopodobiefistwem 1 — p po uplywie

tej sekundy ulega naturalnemu rozkladowi. Kazda z bakterii potomnych podlega
podobnym prawom rozmnazania. Obliczyé warto$é oczekiwana liczby potomstwa tej
bakterii po n sekundach.

Rozwiazanie na str. 9

M 811. Udowodnié, ze jedli p < %, to potomstwo naszej bakterii
z prawdopodobiefistwem 1 wyginie po uplywie jakiego$ czasu.
Rozwigzanie na str. 16

M 812. Obliczy¢ prawdopodobiefistwo wyginiecia potomstwa naszej bakterii po
uplywie pewnego czasu, jesli p > %
Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Piolr ZALEWSKI

F 453. W trakcie pokazu fizycznego dokonano elektronicznego pomiaru czasu

At = 200 ps, w ktérym zderzajace si¢ kulki o promieniu r (patrz rysunek) stykaja sie.
Oszacowa¢ $rednia sile, z jaka dzialaja one na siebie w czasie zderzenia (gestosé stali
przyjaé réwna p = 7,5 g/em?).

Rozwiazanie na str. 16

Zadanie zaproponowane przez Michata Pawlaka na podstawie pokazu
przeprowadzonego w ramach kursu ,Wstepu do Fizyki” na Wydziale Fizyki UW.

F 454. Dowcip z broda:

Kanonier dostal rozkaz przeniesienia za jednym razem trzech pociskéw przez doéé
diuga ktadke.

- Obywatelu dzialonowy, melduje, zZe ktadka nie wytrzyma wigcej niz ciezar mdj

i najwyze jednego pocisku!

~ Wiec wykonajcie rozkaz zonglujqge, zolnierzu!

Czy rzeczywiscie mozna zmniejszy¢ maksymalny nacisk na podloze przez zonglowanie?
Rozwiazanie na str. 16
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