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Gdy pochodna funkcji maleje...

Niech f: X — R, gdzie X = (0,a) lub X = (0, +00), bedzie funkcja
rézniczkowalng w przedziale X. Prawdziwe jest wowczas nastepujace

Twierdzenie. Jezeli funkcja f ma w przedziale (0, a) pochodng malejgcg, to dla
kazdej trojki takich liczb o, zy, 29, 7e ¢ > 010 < 21 < 29 < a — «, zachodzi

nierownosc

Fle + z2)— f(z2) < f(a+ z1) — f(21).

Dowdéd. Poniewaz f' maleje, wiec pochodna funkeji F' okreslonej wzorem
F(z) = f(a + x) — f(x) przyjmuje w przedziale (0, a — o) wartodci ujemne.
Zatem F maleje w przedziale (0, a — «), a stad wynika nieréwnosé z tezy

twierdzenia. m

Whiosek 1. Jesli pochodna funkcji f maleje w przedziale X oraz f(0) > 0,
to dla kazdych x1, xs, takich, ze ©1 + 2 € X, spelniona jest nierdwnosé

f(z1 + 22) < f(21) + f(z2).

Dowdéd. Poniewaz f' maleje w przedziale X, wiec f jest wklesta w tym

przedziale. Stad, wobec tego, ze f(0) > 0, otrzymujemy

13)=1(3

" Dla &1 = x4 jest to nieréwnosé z tezy wniosku. Jesli zaé np. 3:1 < x3, to stosujac

twierdzenie dla o = x; dostajemy

f(z1+ 22) — f(22) < flar +21) -
Stad, oczywiscie, f(z1 4+ z2) < f(z1) + f(z2). m
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f(z1) = f(z1) .

Whniosek 2. Jesli pochodna funkeji f maleje w przedziale X oraz f(0) >0, to dla

kazdego uktadu liczb a;,b; € X (i=1,2,...
nierownosci a; < b; < ag-+1, zachodzi nierédwnosé

Sk — fla) <

{ =il |

(S0

,n) spetniajocych dla dowolnego i

Dowdd. Z poprzedniego wniosku wynika, ze f(by) — f(ay) < f(b1 — a1),

natomiast bezposrednio z twierdzenia mamy

F(b) - Flar) < f((bk Y

i=1

) —f(}g(b,:—ai)), k=2,...,n.

Wystarczy teraz dodaé wszystkie te nieréwnosci stronami. m

Ostatni wniosek pozwala udowodni¢ szereg ciekawych nieréwnosci. Ponizej
proponujemy kilka przyktadéw do samodzielnego rozpatrzenia (prosze sprawdzié,

czy spelnione sa wszystkie zalozenia).
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=1

— Dla dodatnich a; < b; < a,-+1 mamy

H 1“’_ <1+ Y (= a).

i ai i=1
(Wskazéwka: wziaé f(z) = ln{l +2z)dlaz>0.)
Inne przyktady dostaniemy biorac funkcje arctgz,
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; (bs —a‘:)).
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