Réwnanie diofantyczne to réwnanie
algebraiczne rozwiazywane wirdd liczb
catkowitych, wzglednie w jakimé ich
ustalonym podzbiorze; nazwa pochodzi od
imienia Diofantosa, greckiego matematyka
z 111 wieku.

Tu (i dalej) byloby przemilo ze

strony Cazytelnika, gdyby zechcial
sprawdzic¢ nasze golostowne deklaracje.
Gotowych rozwigzan mozna szukad

np. w Delcie 4/1984 lub w czasopismie
Matematyka-Spoleczenstwo-Nauczanie
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Oto rysunki wszystkich wielodciandw
wypuklych majacych sciany bedace
tréjkatami réwnobocznymi; maja one
kolejno cztery, szedé, osiem, dziesied,
dwanascie, czternascie, szesnascie

i dwadziescia dcian.

A oto rozwiazania (wa, wa, ws)
odpowiedniego réwnania: (4, 0, 0)
(3,1,1)(3,0,3)(2,3,0) (2,2 2)
(2,1,4)(2,0,6) (1,4, 1) (1,3, 3)
(1,2,5)(1,1,7)(1,0,9) (0,6, 0)
(0,5, 2)(0, 4, 4) (0, 3, 6) (0, 2, B)
(0, 1, 10) (0, 0, 12).

Wzér Eulera jako réwnanie

Wzér W — K 4 5 = 2 mozna potraktowaé jako réwnanie diofantyczne
rozwiazywane dla W > 4, S > 4. Nie kazdemu rozwiazaniu (czyli tréjce

(W, K, S)) odpowiada jaki$ wieloscian wypukly majacy akurat tyle
wierzchotkéw, krawedzi i $cian — np. tréjee (4, 7, 5) nie odpowiada zaden
wielodcian — choé sa rozwiazania dla dowolnego ustalonego W czy S, a takze dla
K =61 K > 8. Nie podamy tu ogélnie, po czym pozna¢, ktérym rozwiazaniom
odpowiadaja wielodciany, a ktérym nie. Podamy tylko pewne wyniki dotyczace
bardziej regularnych wielo$ciandw.

Aby uzyskaé wielo§cian platoiiski — w kazdym wierzchotku zbiega sie tyle
samo (powiedzmy p) jednakowych (powiedzmy ¢-katnych), foremnych
scian — wystarczy zauwazy¢, ze pW = 2K = ¢S oraz zaréwno p, jak i ¢ nie
przekraczaja 5. Po wyeliminowaniu ze wzoru Eulera W i S otrzymujemy

| GRS TR

ktére to réwnanie ma pieé rozwigzain i kazdemu odpowiada zadany wieloécian.

Aby uzyska¢ wieloscian archimedesowy — kazdy wierzcholek jest takim samym
cyklem foremnych §cian — trzeba sie pomeczy¢ nieco dhuzej, ale w istocie
postepuje sie nawet jeszcze proéciej. Jedli w wierzcholku spotyka sie s; Scian
li-katnyeh (i = 1,..., n) — uwaga! lekcewazymy sobie ich porzadek cykliczny
— mamy

VVvXn:.s; =2K oraz W-Zs—i=5',

n
i=1 i=1 li '

co po wyeliminowaniu K 1 S daje

(2—gsi-(1~%))-w:4.

7 pelna lekkomyélnoseia zajmujemy sie tylko tym, by znaki sie zgadzaly,
co prowadzi do wymagania, by dodatnia byla zawartosé nawiasu, czyli
n

Zsi-(l—fg) i
i=1 i
Bez wiekszego trudu stwierdzamy, ze musi byé n < 4 1 w efekcie rozwiazujemy
dwie nierownosci diofantyczne:

51 52 : 51 83 53

31+82—2(—+—) <21 31+32+-‘?3—2(—+*’+—) < 2.
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7 geometrii wiemy, ze w kazdym z przypadkdw suma s; jest réwna 3, 4
lub 5. Mamy wiec do rozwiazania 6 nieréwnoéci. Aby i tym razem kazdemu
rozwiazaniu odpowiadal wielocian, nalezy tylko pamietaé, ze
gdy 1y jest liczbq nieparzystq, to albo s1 > 2, albo s5 > 1, albo s3 > 1,
co pozostawiamy do uzasadnienia Czytelnikowi. Rozwiazan nieréwnodci jest 13
plus dwie nieskonczone serie. I istnieje trzynascie wielo$ciandw archimedesowych
(jeden nawet w dwdch postaciach) oraz archimedesowe graniastostupy (dwa
n-katy foremne polaczone paskiem kwadratéw) i antygraniastostupy (dwa n-katy
foremne polaczone paskiem trdjkatéw réwnobocznych).

Jest jednak sytuacja, gdzie takie postepowanie staje sie niestychanie
nieefektywne. Mianowicie, gdy poszukujemy wieloscianéw wypuklych o écianach
bedacych tréjkatami réwnobocznymi.
Oznaczajac przez w; liczbe wierzchotkdéw, w ktdrych zbiega sie ¢ écian, mamy

3wz +4ws 4+ dws = 2K =35 oraz W = w3 + wy + ws,
co, po wyeliminowaniu ze wzoru Eulera W, K i S, daje

3wz + 2wy + ws = 12.

Réwnanie to ma jednak 19 rozwiazaii, choé odpowiednich wieloéciandw istnieje
tylko 8. Weale nie jest tatwo wykazaé, ze akurat tak jest: fakt ten nazywa sie
twierdzeniem Freudenthala—van der Waerdena.
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