Izometria: przeksztalcenie nie
zmieniajgce odleglogei.

Rys. 1. Szedcian, w ktdrym jedna

jciana zastapiona zostala piramidka na
zewnatrz, 1 drugl, gdzie piramidka jest do
wewnatrz.

WieloSciany sztywne, ruchome i te trzecie

Na poczatek spéjrzmy nieco inacze] na pierwsza ceche przystawania tréjkatéw.
Zdanie

jesi AB=A'B' BC=B'C'"iCA=C'A', to AABC = AA'B'C'

wyraza nastepujacy fakt

jesli istnieje izometria oy naktadajgca AB na A'B’, izomelria po nakladajqca
BC na B'C' i izometria oz nakladajaca CA na C'A’', to istnicje jedna
izometria ¢ nakladajoca rownoczesnie wszystkie te odeinki.

Wielokat (n-kat) nazywamy sztywnym, gdy spelnia warunek

jesli istniejq 1zometrie o1, ..., e, nakladajace odpowiednio poszczegdlne boki
danego wielokqta na boki jakiegos innego wielokqla, to istnieje jedna izometria @,
ktora naktada je jednoczesnie.

7 tatwoscia stwierdzamy, ze sposrdd wielokatéw sztywne sa jedynie tréjkaty.
Sztywnoséc wielosciandw definiujemy w analogiczny sposéb, jako mozliwosé
zastapienia izometrii nakladajacych poszezegdlne Sciany przez jedng izometrie.
Rysunek 1 pokazuje przyktad wieloscianu, ktéry nie jest sztywny. Bez wiekszych
ktopotéw stwierdzamy, ze czworodcian foremny jest sztywny, podobnie szeécian
czy o$mioscian foremny, ale dwudziestoscian foremny juz nie.

Wsréd wielokatéw czy wielodciandw niesztywnych wyrdznié mozna wielokaty
(wieloiciany) ruchome. Oznacza to, ze nie tylko istnieja nie przystajace
wielokaty (wielo§ciany) o przystajacych bokach ($cianach), lecz istnieje takze
ciagle przejécie pomiedzy nimi, ktére na kazdym etapie zachowuje przystawanie
sclan. Z latwodcia stwierdzamy, ze kazdy niesztywny wielokat jest ruchomy.

7 pewnoscig tez mozemy stwierdzi¢, iz istnieja wieloSciany niesztywne, ktére nie
sa ruchome — taki jest np. wieloécian z rysunku 1. '

A oto jak wyglada problem sztywnosci 1 ruchomosci wielodciandw:

— wielosciany wypukle sq sztywne (Augustin Louis Cauchy, 1813);

— istniejq wielosciany ruchome (Robert Connelly, 1977).

Precyzujac wynik Cauchy’ego: wypukly ma byé¢ zaréwno wieloscian, jak i jego
obraz (por. rys. 1).

W tym tekscie przedstawie szkic dowodu twierdzenia Cauchy’ego i przypomne
(publikowane juz w Delcie: 71 8/1987) przyklady ruchomych wielo§ciandw.

Twierdzenie Cauchy’ego

Krok pierwszy dowodu polega na tym, aby stwierdzié, ze wielociany

wypukle, majace odpowiednio przystajace éciany i odpowiednio przystajace
katy dwuscienne, sa przystajace. Nie jest to trudne do uzasadnienia, wiec
szezegoly pozostawie Czytelnikom; polega to uzasadnienie na wybraniu pewnej
§ciany 1 doklejaniu kolejno Scian nastepnych — wypuktodé i znajomoéé katéw
dwusciennych powoduja, ze jest to jednoznaczne. Dla zakoticzenia dowodu
nalezy zatem wykazac, ze te katy dwuscienne musza byé réwne.

Zajmiemy sie w tym celu wielokatami sferyeznymi: leza one na sferze, ich boki
to tuki okregéw wielkich, czyli lezacych w plaszczyznach przechodzacych przez
srodek sfery, ich katy to katy dwuscienne miedzy tymi plaszczyznami. Potrzebne
nam beda dwa spostrzezenia o tych wielokatach.

Przyjmijmy oznaczenia: w n-kacie bok X;X; 41 Dowodzi sie tego indukeyjnie.
ma dlugoéé a; (dlai=1,..., (n —1); bok X, X, 1° Dla n = 3 dowdd jest taki sam, jak dla plaskiego
ma dlugosé a, ), kat przy i-tym wierzchotku ma trojkata (a jaki jest ten dowéd, Czytelniku?).

rozwarto$é a;.

Spostrzezenie 1

Jesli dwa wypukte n-kqty sferyczne spelniajq warunki

O

ai=d;dlai=1,...,(n—1)10; < & Rys. 2 @i+l

dlai=2,...,(n—1), toa, <an, przy czym gdy
chociaz jedna = nierdwnosci miedzy kqgtami jest ostra,
ostra jest lez nierdwnosé miedzy bokami.

2° Gdy chociaz w jednym przypadku mamy réwnosé
katéw, to odcinamy od obu wielokatéw réwny
rog (rys. 2), co konezy krok indukeyjny.
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3° W pozostalym przypadku bedziemy powiekszali kat
przy wierzchotku X,_; do rozwartosci ap_1.

3.1. Gdy powiekszenie nie zepsuje wypukloci
wielokata (rys. 3), to krok indukeyjny polega na
zastosowaniu 1° 1 2° (prosze to przeéwiczyé).

Xn,

Rys. 3. Z lewe] sytuacja korzystna, z prawej niekorzystna.

3.2. Gdyby otrzymany wielokat mial by¢
niewypukly, postepujemy inaczej — obracamy

bok X, _1 X, wokdl X,,_; dopéty, dopdki
wielokat jest wypukly (rys. 4). Na mocy zalozenia
indukcyjnego dla (n — 1)-katéw Xo, ..., Xn_1, X},
i X5y Aty XL mamy XaX! < XX

Rys. 4. Sytuacja, gdy £Xn_2X,_1 X, < @n,
a punkty Xa, X1, X; leza na jednym tuku.

Podobnie, dla trojkatow Xy, X,,_1, X,
1 X1, Xno1, X, mamy X; X, < X; X/ Lacznie daje
to
an = XIXn S XliY; = Xg){;; = Xng S
< XZXH 2 XIXE < Xlxn = dn,
co koriczy dowdd spostrzezenia 1.

Nastepne spostrzezenie tez poprzedzimy okresleniem:
dla dwéch n-katéw sferycznych S i S funkcja A
przyporzadkowuje 7 liczbe 41, gdy o; < ay, liczbe 0,
gdy a; = @; 1 liczbe —1, gdy o; > @;. Zmiana znaku
nazywamy sytuacje, gdy A(Z) - A(i + 1) = —1 (takze
gdy A(n) - A(1) = —1).

Spostrzezenie 2 (lemat Cauchy’ego)

Dla dowolnych S i S, takich, ze a; = a;, dla
i=1,...,n, albo nie ma zmian znaku, albo sq
przynajmniej 4.

Poniewaz liczba zmian znaku jest parzysta, wiec
nalezy wyeliminowaé 2. Przypuéémy wiec, 7e dla Si S
liczba zmian znaku jest wtasnie dwa. Niech wierzcholki
X; 1 X; oddzielaja te czesé¢ wielokata, gdzie A(k) <0,
od czedel, gdzie A(k) > 0. Oznaczmy te czedel
odpowiednio przez P; i Ps. Stosujac spostrzezenie 1

do Py i P, otrzymujemy X; X; < X;X;, stosujac zaé
do P; i Py otrzymujemy X: X5 > X,;)E'_,- — sprzecznosc.

Powracamy do dowodu twierdzenia Cauchy’ego. Rozpatrzymy funkcje v

dla i-kata liczba zmian znaku
nie przekracza
dwuscienne.

2dlai=3

4 dlai=4 = ==

+
+ —
4 dla i=5
+< ;+
+ e
_©+
+

6 dla i=7 o —

+
+

przeprowadzajaca wieloscian V' na wieloscian V' w ten sposdb, ze kazda
$ciana przechodzi na éciane przystajaca. Mamy wykazac, ze ¢ zachowuje katy

Wezmy pod uwage mata sfere o érodku w pewnym wierzcholtku wielogcianu
(mala = otaczajaca tylko jeden wierzcholek). Przeciecie wielodcianu z ta sfera
to wypukly wielokat sferyczny. Tak robimy w kazdym wierzcholku, Mamy wiec
(dzieki funkeji 1) w odpowiednich wierzchotkach wielogcianéw V i V' wypukte
wielokaty sferyczne o odpowiednio réwnych bokach. Pozwala to przenieéé na
wielo§ciany oba poczynione spostrzezenia.

Poniewaz katy otrzymanego na danej sferze wielokata sferycznego to katy
dwuécienne wieloscianu, wiec mozemy przeniesé funkcje A na krawedzie
wieloscianu V' definiujac (ciagle na ustalonej sferze) dla krawedzi k funkcje
u(k) = e, gdy w odpowiadajacym jej wierzchotku X; odpowiedniego wielokata
sferycznego mamy A(i) = £ (gdzie ¢ = —1, 0, +1). Nastepnie dwie krawedzie
nazywamy sasiednimi, gdy naleza do jednej §ciany i maja wspdlny koniec.

Dla krawedzi sasiednich k i I okreslamy funkcje v(k, 1) := pu(k) - p(l). W tej
terminologii mamy wykazaé, ze ¥ ma by¢ tozsamosciowo réwna ().

Rozpatrze tu przypadek, gdy zadna z wartosci funkeji g nie jest réwna zeru

(zostawiajac Czytelnikom problem, jak pozbyé sie — coé dorysowaé, cod

zaniedbaé — niepotrzebnych krawedzi: tych, dla ktérych p jest réwne 0).

Z lematu Cauchy’ego wiemy, ze liczba zmian znaku w kazdym wielokacie

ogélnie 2E (% )

sferyeznym jest co najmniej 4 — w calym wieloscianie ich liczba N jest
co najmniej réwna 4W (gdzie W to liczba wierzcholkéw wieloscianu). Z drugiej

strony, gdy oznaczymy przez S; liczbe i-katnych $cian wieloécianu, mamy
N < 2853 + 454 + 4S5 + 6Ss + 657 + . .. (patrz schematy na marginesie).

Jesli wziaé pod uwage, ze 2K = 3 iS;, gdzie I to liczba krawedzi wieloScianu, mamy lacznie
4K — 45 = 653 + 854 + 1055 + 1256 + 1457+ ... — (453 + 45, 4+ 455 + 456 + 457+ .. .) =
= 253+ 454 + 655 + 85 + 1057+ ... > N > 4W.
Ale to oznacza, iz S — K + W <0, co jest SPRZECZNE ZE WZOREM EULERA. Koniec.
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Przyvklady Connelly’ego i Steffena

Robert Connelly szukal odpowiedzi na pytanie, czy
zatozenie wypuklodci jest konieczne, by nie istnialy
ruchome wieloéciany. Bowiem przez 150 lat nikt
odpowiedzi na to pytanie da¢ nie umial, co wigcej,
intuicje réznych matematykéw dawaly kazde]
z mozliwoéci szanse bliskie 50% (matematycy sa
ambitni i rzadko wstrzymuja sie od wypowiedzi na
pytanie jak ci sie zdaje. . .).

D

A A

(Gdy jednak wskazal ruchomy wieloscian — ang. flezor
(W, K, S) = (18, 27, 11) — a wiec homeomorficzny
ze sfera), okazalo sie, Ze na nastepny nie trzeba byto
juz dlugo czekaé¢. Klaus Steffen w tym samym jeszcze
roku wyprodukowat flexor mniej zlozony - (14, 21, 9)
— majacy na dodatek symetryczna siatke, co widac
nizej.

w Q

Schematy do zbudowania modeli ruchomych wielosciandéw. Po empirycznym stwierdzeniu, ze wieloscian si¢ rusza, nalezy, rzecz jasna,
wykazaé, ze nie wynika to jedynie z niedoskonalodei wykonania (dla modelu Connelly’ego mozna to znalezé np. w Deleie 8/1987).

7 lewej model Connelly'ego, z prawej Steffena: Nie nalezy rysunkéw traktowaé jak siatki, lecz jak instrukcje. Krawgdzie przekredlone
odpowiadaja wypuklym katom dwusciennym (ostrzem na zewnatrz), pozostale — wkleslym.

A oto wymiary w dowolnych jednostkach:

Connelly: AB=AC=BC=DE=DF=EF=9, AD=BE=CE=HM=12, AK=AL=FK=FL=HK=HL=KM =

=LM=15, AM=FH=4, BD=CF=CK =DL=18,

CG =11, HGF=3% FGE=7;

Steffen: PQ =17, PR=QR=PS=QS=TX=UX=VX=WX=12, RT=SU=RW=SV=5 PI=QU=PV=QW=

=RX =5X=10, TV=UW=11.

Miedzywydzialowe Indywidualne Studia Matematyczno-Przyrodnicze

(MIS MaP) w Uniwersytecie Warszawskim

Rekrutacja w rokn 1997

Siedem Wydzialéw Uniwersytetu Warszawskiego: Biologii,
Chemii, Fizyki, Geografii i Studiéw Regionalnych,
Geologii, Matematyki, Informatyki i Mechaniki oraz
Psychologii prowadzi od 1992 r. Migdzywydzialowe
Indywidualne Studia Matematyczno-Przyrodnicze
(MISMaP).

Egzamin wstepny (pisemny) odbedzie si¢ 20 czerwca

1997 r. i obejmie wybrane dwa spoéréd pieciu testéw

z matematyki, fizyki, chemii, biologii i geografii, ktérych
zakresy obejmuja programy nauczania w klasach

o profilach specjalistycznych w liceach ogélnoksztalcacych.
Do egzaminu moze przystapié kazdy posiadacz $wiadectwa
maturalnego, ktéry do 1 czerwca zlozy standardowe
dokumenty. Egzamin ma charakter konkursowy;

przy kwalifikacji nie beda brane pod nwage oceny

na $wiadectwie maturalnym. Laureaci wszystkich
Olimpiad szczebla centralnego oraz abiturienci z matura
migdzynarodowa z co najmniej 37 punktami (na 45)
zostana przyjeci bez egzaminu. Finalisci Olimpiad
zwolnieni sa z egzaminu z odpowiedniego przedmiotu.
Przewidujemy przyjecie lacznie okolo 100 oséb.
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Miedzywydzialowe Indywidualne Studia sa bezplatnymi
studiami dziennymi. Kazdy ze studentdéw pozostaje

pod opieka profesora lub adiunkta reprezentujacego
kiernnek najblizszy jego zainteresowaniom. Studenci
wraz z opiekunami ustalaja wlasne, indywidualne
programy studiéw zlozone z przedmiotéw prowadzonych
na wymienionych wyzej wydzialach oraz pewnych
przedmiotéw uzupelniajacych.

Wszelkie dodatkowe informacje, takze o mozliwosci
studiéw na kazdym z uczestniczacych Wydzialéw po
zdanin egzaminu wstepnego na MISMaP, mozna uzyskac

w Sekretariacie MISMaP, ul. Pasteura 7, 02-093 Warszawa,
we wtorki w godz. 9-12 oraz w czwartki w godz. 12-15

lub telefonicznie (tel. (0-22) 658-22-52). W Sekretariacie
mozna takze nabyé w cenie 9 zt INFORMATOR MIS MaP,
zawierajacy m.in. wszystkie pytania testowe z lat 1992-96.
Osoby zamieszkale poza Warszawa moga zamdwid
Informator za zaliczeniem pocztowym.

Kierownik Miedzywydzialowych Indywidualnych
Studiéw Matematyczno-Przyrodniczych w Uniwersytecie

Warszawskim prof. dr hab. Andrzej HENNEL



