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O mozliwych formach naszej przestrzeni

Jak wyglada przestrzen, w ktérej zyjemy?

Tak sformulowane pytanie pojawia sie w czasopismach doéé
czesto, a odpowiedzi udziela zwykle architekt, ekolog lub
geograf. Co w te) sprawie ma do powiedzenia matematyk?

Mozna go, na przyklad, zapytaé o wlasnosci geometryczne
otaczajacej nas przestrzeni. Naturalnie, interesuje nas
sama przestrzen, a nie przedmioty, ktére ja wypelniaja.
Dlatego, dla uproszczenia, nie bedziemy si¢ zajmowaé
wypelniajacymi ja obiektami.

Wyobrazmy wiec sobie, ze stoimy na Srodku ogromnego,
pustego 1 mrocznego hangaru. Jakie geometryczne cechy
przestrzeni zdolamy zauwazyé? Wydaje sig, ze jedyna
sensowna obserwacja bedzie to, ze mozemy sie w niej
swobodnie przemieszczacé. Gdy skupimy uwage na jednym
punkcie (np. na czubku nosa N), to jestedmy w stanie
przesunac¢ go w dowolnym kierunku na praktycznie
dowolna odlegtosé. Przy tym, choé mamy do wyboru
nieskoriczenie wiele kierunkdéw, to kazde przesuniecie
punktu N moze byé zrealizowane przez kolejne wykonanie
przesunieé w trzech (tylko!) , podstawowych” kierunkach:
przéd—tyl, prawo-lewo i géra—dél. Jedli chodzi o odlegloéci,
to wygodnie jest umoéwic sie, ze przesuniecie o 10 metréw
do tylu jest tym samym co przesuniecie o —10 metréw do
przodu (i podobnie dla dwéch pozostalych wyréznionych
kierunkéw). Wtedy ruch w kazdym z podstawowych
kierunkdéw mozna opisaé¢ jedna liczba rzeczywista,

a podanie trzech liczb (z,y, z) wystarczy, by zadaé
jednoznacznie dowolne przesuniecie.

gora Ustalmy dowolnie jeden

z punktéw Ny naszej
przestrzeni. Polozenie kazdego
innego punktu N mozemy teraz
wyrazié¢ poprzez wskazanie
trajki liczb rzeczywistych,
opisujgcej ruch nasuwajacy Np
na N. Zabieg ten pozwala
utozsamié¢ naszg przestrzen ze
zbiorem R* wszystkich tréjek

prawo = 2
dot liczb rzeczywistych.

Hys. 1

Mamy wigc do dyspozycji ladny model arytmetyczny
naszej przestrzeni. Jej punktom odpowiadaja tréjki liczb;
odlegloé¢ punktéw N1 = (z1,y1,21) 1 N2 = (22, y2, 22)
mozemy obliczyé, uzywajac wzoru Pitagorasa:

d(N1, N2) = /(31 = 22)> + (11 — 12)? + (21 — 22)2.
Traktowanie punktu jak tréjki liczb pozwala opisywaé
{nawet skomplikowane) podzbiory naszej przestrzeni
za pomocy réwnan lub nieréwnoéci, poddawaé je latwo
najrézniejszym przeksztalceniom, itp.

Powyzszy model przestrzeni ma jeszcze jedna zalete:
tatwo go przenie$é¢ ,na inne wymiary”. Istotnie, nic nie
stol na przeszkodzie, by zamiast tréjek rozpatrywaé

n-tki liczb rzeczywistych (z1,...,2,) i mierzyé odleglosé
miedzy nimi wzorem, bedacym oczywistym unogdlnieniem
wzorn Pitagorasa. Powstaje w ten sposéb n-wymiarowa
przestrzen kartezjaiska R"™, bedaca prostym modelem dla
zjawisk, opisywanych przez n niezaleznych parametréw.

Czy istotnie wynika stad, ze Zyjemy w tréjwymiarowej
przestrzeni kartezjatskiej R*? Zwréémy uwage na to,
ze nasz opis powstal wewnatrz hangaru, tj. z obserwacji
tylko niewielkiego fragmentu przestrzeni.
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Niewykluczone wiec, ze popelniliémy blad, pochopnie
uogdlniajac wyniki lokalnych badan na cala przestrzei.

Latwo sobie wyobrazié taki blad w sytuacji
dwuwymiarowej: sfera o wielkim promieniu istotnie
wyglada z bliska jak kawalek plaszczyzny, choé¢ wcale nia
nie jest. Dlatego poglad, ze Ziemia jest plaska, mial kiedys
wielu zagorzalych zwolennikéw.

Co zatem wiemy na pewno? Punkt Ny ma otoczenie, ktdre
wyglada jak kawalek R®. Nie ma tez powodu wierzyé,

ze zyjemy w czeSci przestrzeni, ktdra jest w jakikolwiek
sposob wyrézniona. Dlatego zapewne kazdy punkt N
bedzie mial podobne otoczenie.

Prowadzi to do pojecia rozmaitosci. Rozmaitodcia
n-wymiarowa nazywamy przestrzeii, w ktérej kazdy punkt
ma otoczenie wygladajace tak, jak kawalek przestrzeni
kartezjanskiej R". Tak wigc, Zyjemy na pewnej rozmaitosci
tréjwymiarowej. Ale na jakiej?

Uzyskanie odpowiedzi na to ostatnie pytanie wymaga
eksperymentéw fizycznych. Jest tu jednak takze zadanie
dla matematyka. Powinien on mianowicie przedstawié¢ liste
mozliwych §wiatéw, wraz z opisem ich geometrycznych
wlasnosci. Wtedy fizyk bedzie mégl, po wykonaniu
odpowiednich dodwiadczeli, rozstrzygnaé, ktéry

z zaproponowanych modeli odpowiada rzeczywistosci.

Zadanie polega wigc na stworzeniu pelnej listy rozmaitosci
tréjwymiarowych.

Jak si¢ do tego zabra¢ w sytuacji, gdy nie jest wcale
oczywiste, ze w ogdle istnieja rozmaitogci wymiarn trzy,
rézne od samej przestrzeni R*? Jegli mamy szukaé calkiem
nowej rozmaitoéci, to powinna sie ona jako§ ,zagiaé”, ale
trudno sobie wyobrazié¢, jak to sie ma zdarzyé.

Przyczyna tych trudnosci jest nasze przyzwyczajenie do
umiejscawiania wszystkiego w pobliskiej okolicy, tj. wlasnie
w R®. Musimy sie zatem nauczy¢ myéleé o przestrzeniach
inaczej.

Mozemy sobie, na przyktad, wyobrazié, ze podzielilismy
cala przestrzen na niewielkie, wieloécienne bryly, scigle

Jja wypelniajace. Zamiast stara¢ si¢ ,zobaczyé” cala
przestrzerl naraz, mozemy o niej myéle¢ jak o kolekcji bryl
posklejanych miedzy soba parami écian. Oczywiscie, sklejaé
je nalezy tak, by kazdy punkt na spojeniach mial otoczenie
postaci R,

Brylami tymi moga byé¢, na przyklad, czworosciany.
Moéwimy wéwczas, ze przeprowadziliémy triangulacje
przestrzeni. Twierdzenie Moise’a z 1952 roku mdwi,
ze kazda rozmaito$é wymiaru trzy ma triangulacje.

Odpowiednikiem powyzszych rozwazai w dwéch
wymiarach byloby budowanie z tréjkatnych klockéw
powierzchni, ktére w okolicy kazdego punktu wygladaja
jak kawalek plaszczyzny R2. Nietrudno w ten sposéh
wyprodukowaé nieskoriczona serig precli (rys. 2 na
nastgpnej stronie) z rosnaca liczba dziur.

Precle sa powierzchniami zwartymii spdjnymi. Zwartosdé
oznacza, ze skleiliSmy je ze skoiiczenie wielu tréjkatéw.
Spéjnos¢ - ze sa w jednym kawalku, czyli ze kazde dwa
tréjkaty triangulacji mozna polaczyé laiicuchem tréjkatéw,
kolejno do siebie przylegajacych jednym bokiem.
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Rys. 2. To wszystko precle: bez dziur (sfera), z jedna dziura (torus), z dwiema i z trzema.

Wréémy do wymiaru trzy. Jak mozna unlepié

z czworoéciandw zwarta 1 spéjna rozmaitosé
tréjwymiarowa? Oczywiscie, sednem problemu jest opis
sklejeri. Mozemy to zrobi¢ dos$¢ latwo za pomoca prostego
wybiegu.

Zalézmy na chwilke, ze otrzymaliSmy w prezencie taka
rozmaitosé¢ z triangulacja. Mozemy z nia zwiazaé pewien
uklad punktéw i laczacych je odcinkéw, czyli graf
dualny. Postepujemy tak: w srodku kazdego czworosciann
wybieramy jeden punkt. Dwa spoéréd nich laczymy
odcinkiem wtedy i tylko wtedy, gdy otaczajace je
czworosciany maja wspoélna éciane (rys. 3).

Latwo ndowodnié przez indukeje, ze w kazdym skonczonym
i spéjnym grafie mozna wybraé drzewo maksymalne,

tj. podgraf (rys. 4), ktéry zawiera wszystkie wierzcholki

i nie zawiera zadnej petli.
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Rys. 3 Rys. 4

Rozsypmy teraz nasza rozmaito$¢ na pojedyncze
czworoscienne klocki i zlepmy je z powrotem, ale tylko
wzdluz tych $cian, kiére odpowiadaja krawedziom grafu
dualnego, nalezacym do ustalonego maksymalnego drzewa.
To, co powstanie, bedzie wielodcianem o tréjkatnych
§cianach, bez trudu mieszczacym sie w przestrzeni R,
Zauwazmy, ze zawiera on wszystkie klocki, z ktérych
zbudowana byla wyjéciowa rozmaitosé. Aby ja odtworzyé,
nalezy po prostu dokoniczyé proces sklejania. Polega to na
odpowiednim posklejanin parami tréjkatnych $cian naszej
bryly. Udowodniliémy zatem, ze kazda zwarta i spéjna
rozmaitos¢ tréjwymiarowa mozna otrzymac z pewnego
wielodcianu, przez odpowiednie identyfikacje par jego Scian.

Dla przyktadu, rozwazmy prostopadloscian (rys. 5)

ABCDA'B'C'D'. Gdy pozlepiamy przeciwlegle pary $cian,
otrzymamy rozmaito$¢, zwana torusem lréjwymiarowym.
Rozmaitosé ta jest, oczywiscie, czyms innym niz R?,

bo ona jest zwarta, a R? — nie.

Zmieniajac wielodcian i sposoby identyfikacji par jego
§cian, mozemy otrzymac jeszcze inne przyklady rozmaitosci
tréjwymiarowych. Wiemy juz, ze w ten sposéb zbudujemy
wszystkie rozmaitoéci zwarte 1 spdjne. Ale ile ich naprawde
jest? Powiedzmy, ze daliSmy dwdém osobom po wielodcianie
i poprosiliSmy je o wskazanie takich zlepieii par écian,

by z kazdego z nich powstala rozmaitosé. Zalézmy,

co wiece], ze zadanie zostalo wykonane. Jak przekonaé sie
o tym, ze otrzymane rozmaitodci sa istotnie rézne?

Problemy rozrdzniania rozwiazuje sie w matematyce
zwykle przez wskazanie odpowiedniego niezmiennika. Niech
TMT™ oznacza zbiér wszystkich rozmaitosci wymiaru n
z triangulacja. Aby rozrézni¢ dwie rozmaitodci M, Ms,
wystarczy znalezé funkcje f: TM"™ — Z, ktéra przypisuje
kazdej rozmaitosci X' pewna liczbe calkowita f(X), tak ze
— jesli X, Y sa takie same (homeomorficzne),

to f(X) = £(Y),
- F(My) # F(Ms).

Powyizsza uwaga jest, oczywiscie, calkowicie banalna. Cala
sztuka polega na konstrnowaniu odpowiednich funkcji f.

Nauczmy sie najpierw rozrézniaé (zwarte i spdjne)
rozmaitosci wymiaru dwa. Ograniczymy sig, dla
uproszczenia, do powierzchni dwustronnych, tzn. takich,
ktdre nie zawieraja w sobie wstegi Mobiusa.

Kopiujac rozumowanie z przypadku tréjwymiarowego,
Czytelnicy zechca sami przekonad sie o tym, ze kazda taka
powierzchnia moze byé¢ otrzymana z pewnego wielokata,
przez odpowiednie zlepienie par jego bokdw. Niezbyt
skomplikowane manipulacje tym wielokatem pozwalaja
dalej ndowodnié, ze kazda powierzchnia dwustronna

jest preclem z g dziurami, gdzie g > 0. Aby mieé pelna
klasyfikacje takich powierzchni, powinnismy jeszcze
wykazaé, ze precle Py sa rézne dla réznych liczb g.

przéd
ityh,

géra czyli torus wewnetrzny
i dot z zewnetrznym
torus
tréjwymiarowy

gruboskérny torus

Rys. 5. Rysunek niemozliwy: sklejamy kolejno pary przeciwleglych écian prostopadlodcianu uzyskujac torus tréjwymiarowy.
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Rozpocznijmy od Py, czyli sfery dwuwymiarowej. Sfere
podzielona na tréjkaty mozemy sobie wyobrazaé jako brzeg
wypuklego wielodcianu o tréjkatnych scianach. Jesli W, I
i .5 oznaczaja odpowiednio liczbe wierzcholkéw, krawedzi

i écian triangulacji, to stynny wzdr Eulera méwi, ze zawsze
W — K + S = 2, niezaleznie od podzialu sfery.

Rozwazmy zatem funkcje x : TM? — Z o wartosciach
catkowitych, dang wzorem x(X)=W — K + 5.

Podobnie jak dla sfery, mozna ndowodnié, ze liczba x(X)
nie zalezy od wyboru triangulacji powierzchni X,

tzn. x jest niezmiennikiem. Nazywamy ja charakterystykq
Eulera—Poincarégo rozmaitosci X. Wystarczy zatem
obliczy¢ y(Pg) dla ¢ > 0. Jedli okaze sig, ze liczby

X(Py) sa rézne dla réznych g, to bedzie to dowdd,

ze powierzchnie P, sa parami topologicznie rézne.

Juz wiemy, ze x(Fo) = 2. Zauwazmy, ze precel Pyy,

mozna otrzymac z precla Py przez wykonanie kolejno

nastepujacych dwéch operacji (rys. 6):

— wycigcie dwdch roztacznych, otwartych (bez brzegu)
tréjkatéw triangulacji,

~ zlepienie ich brzegdw.

Zauwazmy, ze tak otrzymany precel Pyy1 ma o 2 tréjkaty,
3 krawedzie 1 3 wierzcholki mniej niz precel Py, od ktérego
zaczynaliémy. Jesli x(P,) =W — K + S, to

X(Pyp1) = (W = 3) = (K —3) + (S —2) = x(P,) — 2.
Latwy dowdd indukeyjny daje wzér x(Py) = 2 — 2g.

Sprébujmy przenieé¢ powyzsze dodwiadczenia na przypadek
tréjwymiarowy. Jesli triangulacja rozmaitoéci X sklada sie
z B czworodciandw, ktére maja razem W wierzcholkéw,

I krawedzi i S écian (iciany wspdlne liczymy raz!),

to mozemy rozwazy¢ liczbe y(X) =W — K 4+ S — B.

Poczatek jest obiecujacy: mozna udowodnié, ze liczba y(X)
takze w tym przypadku nie zalezy od triangulacji X.
Czeka nas jednak przykra niespodzianka: funkcja y tym
razem nie spelni naszych oczekiwaii. Ma bowiem miejsce
nastepujace twierdzenie: dla dowolnej zwartej rozmaitodci
tréjwymiarowej X zachodzi y(X) = 0.

Twierdzenie to ma prosty, lecz pomystowy dowdd. Jeszcze
raz przydadza si¢ nam precle. Zauwazmy, ze kazdy

z nich, rozwazany jako podzbiér R?, ogranicza pewna
tréjwymiarowa figure, ktéra bedziemy nazywaé petnym
preclem i oznaczaé Q4. Na przyklad, Qo jest zwykla kula.

Jaka jest charakterystyka Eulera—Poincarégo zbioru Q,?
Dla kuli Qo mamy naturalna triangulacje jednym
czworodcianem, czyli W =4, K =6, S =4, B =1, a stad
X(Qo) =4 —6+4—1=1. Dla nastepnych pelnych

precli obliczamy indukeyjnie, podobnie jak dla pustych,
ze x(Qg) =1—g.
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Rys. 6. 0d g=1do g = 2.

Teraz zauwazymy, ze kazda zwarta i spéjna rozmaitodé X
wymiaru trzy moze by¢ przedstawiona jako suma dwdéch
Jjednakowych pelnych precli Qg, przecinajacych sie
wzdluz wspélnego brzegu P,. Pierwszy z precli Q,
otrzymamy pogrubiajac nieco wszystkie krawedzie
pewnej triangulacji X. Zauwazenie, ze to, co zostalo

z X, jest takze pelnym preclem, wymaga nieco
spostrzegawczosci. Odwolajmy sig raz jeszcze do grafu
dualnego, odpowiadajacego danej triangulacji. Jego
pogrubienie jest, oczywiécie, pelnym preclem.

W ten sposéb umiedciliémy w X dwa rozlaczne pelne
precle. Wyobrazmy teraz sobie, ze je powoli nadmuchujemy
i obserwujemy, co sie dzieje w jednym z czworoéciandw
triangulacji. Latwo zauwazy¢, ze po pewnym czasie oba
precle zetkna si¢ brzegami, szczelnie wypelniajac X
Poniewaz oba precle maja wspdlny, a wiec taki sam, brzeg,
to oba sa tej samej postaci Q4. Tak otrzymany rozklad X
znany jest pod nazwa rozkladu Heegaarda rozmaitodci.

Rys. 7

Rozklad ten pomoze nam obliczy¢ charakterystyke X.
Zauwazmy, ze jedli wieloscian X jest przedstawiony jako
suma swoich dwéch podwieloscianéw M i L, to y(X) =
=x(M)+x(L) — x(M N L). Gdyby x(X) oznaczalo

po prostu liczbe wierzchotkéw (krawedzi, écian, itd.),

to powyzszy wzdr bylby oczywisty. Wystarczy teraz
zauwazy¢, ze wzor, ktéry chcemy uzasadnié, jest
naprzemienng suma takich oczywistych wzoréw.

Zastosujmy ten wzér do rozkladu Heegaarda X = M U L,
gdzie M =L = Q,, M N L = P,. Mamy x(X) =

=x(M) +x(L) = x(M N L) = 2x(Qq) — x(Py) =
=2(1—g)—(2-2g) =0, co nalezalo wykazaé.

Reasumujac: charakterystyka Eulera-Poincarégo jest
bezuzyteczna, gdy chcemy rozrézniaé rozmaitosci
tréjwymiarowe. Nalezy szukaé innych, skuteczniejszych
niezmiennikéw. A moze Czytelnicy maja jakies pomysty?

W chwili pisania tego artykulu problem klasyfikacji
rozmaitosci tréjwymiarowych, czyli opisu mozliwych form
naszej przestrzeni, byl otwarty.



