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Rys. 1. Dla grafu u géry (domek) mamy
S5=4, W =12, K = 14; dla grafu u dolu
(samolot) mamy 5 = 6, W = 23, K = 27.
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Zacznijmy od przypomnienia dwéch starych jak swiat tamigtéwek. W pierwszej
z nich mowa. jest o trzech studniach 1 trzech domkach; chodzi o to, by kazdy
domek polaczyé droga z kazda studnia spetniajac jednoczeénie kaprys wiascicieli:

mianowicie, rézne drogi nie moga sie przecinac.

W drugiej tamigléwee nie ma studni, a domkéw jest za to pie¢. Tym razem
rozwiazujacy ma wymysli¢ sposéb polaczenia domkdéw Sciezkami tak, by kazde
dwa byly polaczone bezposrednio (tzn. zeby mozna bylo pomaszerowaé

z kazdego domku do dowolnego innego, nie odwiedzajac po drodze pozostalych).
Jak poprzednio, $ciezki nie moga sie przecinac.

Nieomal kazdy, kto styszy jedna z tych lamigléwek po raz pierwszy, bierze
kartke papieru i oléwek, by po kilku prébach stwierdzié, ze tego sie nie da
narysowaé. Rzeczywiscie, z poczatku drogi rysuje sie gltadko, lecz zawsze okazuje
sie¢, ze ostatniej, brakujacej do rozwiazania tamigléwki, nijak na kartce papiern
umiedcié nie mozna, o ile nie chcemy przecinaé wezeéniej narysowanych. Jesli
kto$ nigdy jeszcze nie prébowal, niech si¢ przekona ,whasnorecznie”.

No dobrze, ale przeciez — zaréwno w matematyce, jak i poza nia — seria
niepowodzen to wcale jeszcze nie dowdd na to, ze czegos istotnie zrobi¢ nie
mozna. Sciste uzasadnienie faktu, ze zadna ze wspomnianych tamigtéwek nie ma
rozwiazania, podamy wykorzystujac wzér Eulera.

Przypusémy, ze na plaszezyznie mamy tzw. graf, to znaczy pewna liczbe
kropek poltaczonych nie przecinajacymi sie kreskami. Zatézmy w dodatku,

ze z kazdej kropki do kazdej innej mozna przewedrowaé po narysowanych
kreskach (intuicyjnie znaczy to tyle, ze graf sklada sie z jednego tylko kawalka,
a nie, na przyklad, z dwdch czy trzech polozonych z dala od siebie). Méwi sie
woéwezas, ze graf jest spajny. Wzor Eulera orzeka, ze w takiej sytuacji liczba
kropek W, liczba kresek K i liczba .S czedci, na ktdre graf dzieli ptaszezyzne,
spelniaja zaleznoéé W — K + 5 = 2. Przyklady pokazane sa na rysunku 1,

a jesli komus$ nie chce sie czytal (niezbyt trudnego) dowodu, ktéry mozna
znalezé np. w Delcie 5/1996, to niech przynajmniej narysuje na kartce papieru
kilka innych graféw spdjnych i sprawdzi dla nich zaleznoé¢ miedzy liczbami W,
K18,

W pierwszym zadaniu mamy W =34+ 3 =6, K =3-3 =9 (bo kazdy domek
ma by¢ polaczony z kazda studnia). Ze wzoru Eulera wynika wiec, ze powinno
byé 5 = 5. Gdyby udalo sie nam zrobié rysunek rozwiazujacy tamigtéwke,

to kazda z tych pieciu czedci plaszczyzny bytaby ograniczona przynajmniej
czterema kreskami. (Dwie lub trzy kreski to jeszcze za malo, bo w pierwszym



Rys. 2. Dla szesciogcianu z przekatna
mamy W =5, K =10, a dla
czworodcianu z dodana osia symetrii
Ww=68.K=3.

Rozwigzanie dla Kubusia

Wytnijmy fragment torusa
zawierajacy dwa punkty
osobliwe:
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Rozwiazanie zadania M 807. Przypus

przypadku musielibysmy mie¢ dwie rézne drogi z pewnego domku do pewnej
studni, a w drugim - dwie studnie lub dwa domki potaczone bezposrednia
droga; zadnej z tych mozliwoéci warunki zadania nie przewiduja.) Skoro tak,
to wszystkich kresek jest przynajmniej (5-4) : 2 = 10 (dzielimy przez 2,

bo kazda kreska jest wspdlna dla dwdch czescel plaszezyzny), czyli za duzo!
Ta sprzecznoéé¢ dowodzi, ze zadania o studniach i domkach istotnie rozwiazac
sie nie da.

W drugim zadaniu mamy W = 5 oraz K = (5-4):2 = 10 (bo kazdy

z pieciu domkdéw ma byé potaczony z kazdym z czterech pozostatych

i zadnej kreski—$ciezki nie cheemy liczy¢ dwa razy). Powinno wiec by¢

S =2+ K —W =T7. Jesliby sie udalo narysowaé odpowiedni graf, to kazda

z tych siedmiu czeSei miataby brzeg zltozony tym razem z trzech kresek (wynika
to z faktu, ze kazde dwa domki sa polaczone sciezka). Liczac, jak poprzednio,
kreski na nowo, otrzymujemy K = (7-3) : 2 = 104, a to jest sprzecznosc.

Zamiast przypominaé lamigléwki dobrze znane, powie moze ktos z Czytelnikéw,
lepiej byloby daé¢ w prezencie najmlodszym mitosnikom Delty nowa tamigléwke
tego rodzaju, zeby znowu mogli zablysna¢ na najblizszych imieninach Cioci

czy tez kétku matematycznym (niepotrzebne skresli¢). Okazuje sie, ze istotnie
nowej tamigtowki polegajace] na zmuszaniu kogos do rysowania plaskiego

grafu, ktérego sie narysowaé nie da, wymy$lié nie mozna. Nie wynika to wcale

z lenistwa redakeji (ktérego staramy sie Czytelnikom nie pokazywad), lecz

z twierdzenia, ktore Kazimierz Kuratowski udowodnit w 1930 roku: kazdy graf
niesptaszczalny zawiera jeden z dwdch fragmentow pokazanych na rysunku 2. Nie
trzeba wiele sprytu, by na tym rysunku zauwazy¢ opisane wyzej studnie 1 domki.

Zmieniajac zaczesanie

mozemy te dwa punkty
osobliwe zdeformowac do
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jednego (o indeksie —2).

Rozwiazanie zadania M 808. Skarzystamy 2
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