Charakterystyka Eulera, czyli jak sie uczesaé

Maty Kubu$ byl zawsze przesadnie pedantyczny. Wszystkie ksiazki musialy

by¢ réwno ulozone, zeszyty 1 dlugopisy réwniez. Nawet klocki porozrzucane na
podlodze czym predzej uktadal w rzadki. Byt jednak jeden problem, z ktérym
nie potrafil sobie poradzi¢. Mial réwno przystrzyzone, krétkie, proste wlosy

i ilekroé staral sie je uczesaé, na czubku glowy pozostawal punkt, z ktérego
wlosy rozchodzily sie w kazdym kierunku. Wymyslil co prawda, ze gdyby czesaé
sie do tyhi, to problem by znikl, ale czesac sie do tytu po prostu nie cheial.
Problem nurtowal go na tyle, ze zaczal na jego temat fantazjowadé.

Mam wujka — myslal Kubus - ten to dopiero jest zaroéniety: gesta czupryna,
wasy, broda, cate policzki, no i te krzaczaste brwi. Takiemu to dopiero trudno
Jest sie uczesat. A gdyby tak cata gtowa byla poroénieta? Gdyby glowa byla
kula, na ktorej rostyby geste, proste, krétkie, réwno przystrzyzone wlosy? Teraz
nawet czesanie do tytu nic by nie dalo!

Rys. 1

Z wypiekami na twarzy Kubus$ zabratl sie do czesania kuli. Robil mnéstwo
rysunkéw (wloski rysowal oléwkiem na pilee) i zawsze pozostawaly punkty,

z ktorych wlosy rozchodzilty sic we wszystkich kierunkach. Najpierw byl
przekonany, ze musza by¢é co najmniej dwa takie punkty. Oto pierwszy rysunek
Kubusia — rysunek 1.

7 jednego punktu na sferze whoski wychodza, a w drugim punkcie sie schodza.
Po pewnym czasie Kubus odkryl, ku swojemu zdziwieniu, ze mozna tak zaczesaé
kule, aby byt tylko jeden punkt esobliwy (tak Kubu$ nazwal punkty, w ktérych
wloski nie uktadaty sie w jednym kierunku). Oto drugi rysunek Kubusia

— rysunek 2.

Wioski ukladaja sie wzdtuz narysowanych linii. Na oddzielnej kartce narysowal,
co si¢ dzieje w poblizu punktu osobliwego (rys. 3).

Wihoski sa tak utozone, ze sa styczne do narysowanych linii i ukladaja sie
w kierunku narysowanych strzalek. Dla wieksze] przejrzystodcei Kubu$ zaznaczyl
na rysunku cztery wloski na kolorowo.

Tak — pomyslal — udato mi sie wprawdzie zastapié¢ dwa punkty osobliwe jednym,
ale za to jest on tak jakby dwa razy bardziej skomplikowany.

Zapomniawszy, co bylo jego pierwotnym problemem, zaczal fantazjowaé
dalej. Czy mozna zaczesaé torus? Tak, i to bez zadnych punktéw osobliwych!
Rozwigzanie znalazl bez wiekszych probleméw i przedstawil je na kolejnym
rysunku (rys. 4).

Torusa z dwiema dziurami (rys. 5) nie udalo mu sie juz zaczesaé hez
powstawania punktéw osobliwych.

Jak poprzednio, dla wieksze] wyrazistoSci, punkty osobliwe na torusie z dwiema
dziurami Kubus przedstawit na dodatkowym rysunku (rys. 6.).
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Tutaj, podobnie jak w przypadku kuli, mamy dwa punkty osobliwe, lecz s one
Hinnego typu” niz te na kuli.

el

Coraz to nowsze pytania nurtowaly Kubusia. Jak rozrézniaé ,typy’
punktéw osobliwych? Co to znaczy, ze jeden punkt osobliwy jest ,bardziej
skomplikowany” niz inny? Jaki jest zwiazek miedzy liczba dziur w torusie,
—— liczbg punktdéw osobliwych i tym, jak bardzo sa one skomplikowane? Wszystko
to wydawalo mu si¢ bardzo trudne, byl jednak przekonany, ze jakié zwiazek
istnieje, a doktadnie], ze istnieje zaleznosé dajaca sie wyrazié prostym wzorem.
Aby méc taka zaleznos¢ znalezé, trzeba najpierw wyrazié liczhowo, na ile
dany punkt osobliwy jest skomplikowany — rozumowal Kubus. Po dluzszym
zastanowieniu doszedl do wniosku, ze da sie to wyrazié poprzez indeks punktu
Rys. 7 osobliwego, ktory zdefiniowal w sposéb nastepujacy.

Narysujmy bardzo maty okrag o srodku w punkcie osobliwym. Na tym okregu sa
Jjako$ polozone wloski (na rys. 7 wloski sa kolorowe).

Gdy poruszamy si¢ po okregu w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek

zegara, to wloski wyrastajace z okregu zmieniaja swéj kierunek obracajac

sie. Gdy obejdziemy okrag dookota w kierunku przeciwnym do ruchu

wskazowek zegara, to wloski lezace na okregu wykonaja pewna liczbe pelnych
3& obrotéw. Kubu$ zdefiniowal indeks punktu osobliwego jako owa liczbe obrotéw

wykonanych przez wloski, przy czym bierzemy ja ze znakiem +, gdy wloski
obrécity sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara i ze znakiem —,
gdy obrécity sie w kierunku zgodnym ze wskazdwkami. Wszystko to jest dosy¢
skomplikowane; aby lepiej zrozumieé, o co w tej definicji chodzi, popatrzmy na
VL. przyktady. Kazdy z punktéw osobliwych z rysunku 1 ma indeks réowny 1. Punkt
: ' osobliwy z rysunku 3 ma indeks 2. Kazdy z punktéw osobliwych z rysunku 6 ma
indeks —1.
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Dla dowolnye

Nastepnie Kubu$ empirycznie sprawdzil, ze suma indekséw punktéw osobliwych
nie zalezy od sposobu zaczesanial! I tak, na przyklad, na rysunku 1 mamy

A dwa punkty osobliwe o indeksie 1, co daje w sumie 2, a na rysunku 2 mamy

0)], a wige jeden punkt osobliwy o indeksie 2. Na rysunku 5 mamy dwa punkty osobliwe,
kazdy o indeksie —1. Mozna jednak zaczesat torus z dwiema dziurami tak, aby
ze zbioru byt tylko jeden punkt osobliwy — o indeksie —2 (jak to zrobié? rozwiazanie

Jjest gdzied w tym numerze Delty). Kubu§ sprawdzil wiele innych przyktadéw

i zawsze okazywalo sie, ze suma indekséw punktéw osobliwych nie zalezy od
sposobu zaczesania. Minelo pare lat.
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skonczenie wiele, elementdw wspdlnych

Ciekawe, ile wynosi suma indekséw punktéw osobliwych — zastanawial sie
Kuba podczas lektury biezacego numeru Delty. Znalazl w nim wzdr Eulera i ku
swojemu zaskoczeniu odkryl, ze

suma indeksow punktow osobliwych na torusie z n dziurami
jest stata, niezalezna od sposobu zaczesania ¢ jest réwna
charakterystyce Eulera toruse z n dziuramsi.

Oczywiscie, sfera to torus z 0 dziurami, czyli — méwiac po ludzku — bez dziur.

Czy umiesz zaczesac torus z n dziurami? A czy umiesz go zaczesaé w taki sposdh, aby byl
tylko jeden punkt osobliwy? Jesli udalo Ci sie go zaczesad, to oblicz, jaka jest suma indeksdw
punktdw osobliwych i sprawdz, ze jest ona réwna charakterystyce Eulera torusa z n dziurami.

Mimo ze odkryl ten wzdr, nie potrafil go udowodnié. Z czasem dowiedzial

si¢, ze jest to tak zwany wzér Hopfa—Poincarégo. Oczywiécie, matematycznie

precyzyjne sformutowanie wymaga rozwiniecia dosy¢ trudnego aparatu
. pojeciowego, ale to juz temat na glebsze dyskusje. Dlatego tez, chcae doglebnie
? zrozumieé twierdzenie Hopfa-Poincarégo, Kuba zaczal studiowaé matematyke
na uniwersytecie. Tam tez dowiedzial sie, ze Hopf uogélnil ten wzér na
wielowymiarowe powierzchnie. Czy tez chcecie si¢ dowiedzieé, jak sie formutuje
to uogdlnienie? Péjdicie sladem Kuby. ..
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