Artykut jest skrécona wersja pracy Autora, ktéra zostala we wrzeéniu 1996 roku nagrodzona ztotym medalem w finale
Konkursu Prac Uczniowskich z Matematyki. Skréty w tekscie pochodza od redakcji.
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opisanego na okregu o promieniu r jest
réwne iloczynowi polowy obwodu tego
wielokata przez promien okregu.

Krotka historia dowodu

pewnego ciekawego twierdzenia
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Michat STUKOW

W ponizszej pracy rozpatrujemy czworokaty, ktére jednoczednie sa wpisane

W pewien okrag i opisane na innym okregu. W calym tekscie R i r oznaczaja
promienie okregéw odpowiednio opisanego i wpisanego, O i I - érodki tych
okregdw, w = |OI| jest odlegtoscia srodkéw, S to pole czworokata, a p — polowa
Jego obwodu. Naszym celem bedzie wyznaczenie w w zaleznosci od R i r, czyli
znalezienie wzoru analogicznego do zachodzacego w kazdym tréjkacie wzoru

Eulera: w?> = R* — 2Rr.

1. Rozpatrzmy na poczatek prosty przypadek szczegélny (patrz rys. 1), gdy
czworokat ABC'D jest trapezem: réwnoramiennym (bo tylko réwnoramienny
trapez mozna wpisa¢ w okrag), o podstawach dtugosci a i b (@ > b) i ramionach
dhugosci “t2 (bo tylko taki trapez réwnoramienny mozna opisa¢ na okregu).
Punkty K, L, M niech beda $rodkami bokéw (odpowiednio) AB, BC', C'D.
Wéwezas $rodek okregu wpisanego I jest srodkiem KM, O za$ lezy na

prostej M K tak, ze I € OM. Z twierdzenia Pitagorasa mary

w? = |OL|* - |IL|* = |OB|* - |BL|* - |IL|?,
a poniewaz |BL| = |IL| = (a + b)/4, wiec

(a + b)?
.
Wystarczy wiee wyznaczyé k = (a + b)? w zaleznosci od R i r. Pray
oznaczeniach z rysunku 2 mamy z twierdzenia sinuséw: m = 2 Rsin . Ponadto,
2 2 b)? : : : : /
m? = 4r® 4 L 4 twierdzenia Pitagorasa, a sina = |[HD|/|AD| = 4r/(a + b).
Rugujac z tych trzech réwnaii niewiadome m oraz sin o otrzymamy
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Spéjrzmy na to jak na réwnanie kwadratowe z niewiadoma k (liczby R
17 traktujemy jako parametry). Wyznaczywszy k dostaniemy po latwych
przeksztalceniach

(1) w? = R + % —r\/p? + 4R2.

2. Jako drugi przypadek szczegélny rozpatrzymy deltoid ABC'D o dwéch
przeciwlegtych katach prostych (patrz rysunek 3). Punkt O pokrywa sie
ze srodkiem odcinka AC, punkt I zaé lezy na dwusiecznej £ZADC, wiec
z twierdzenia o dwusiecznej mamy
All

|[IC| 2R —|AI| ~ b
Stad |AI| = 2aR/(a +b), a w® = (R — |AIl|)? = R? — 4R*ab/(a + b)*. Pozostaje
wyznaczy¢ ab/(a+ b)* w zaleznoéci od promieni obu okregéow. W tym celu
oznaczmy przez .S pole deltoidu réwne ab, natomiast przez p = a + b polowe jego
obwodu. Wéwczas S = pr, a stad wynika, ze

Al| a

ab ”
(a+0)2 p’
(drugie réwnanie dostaniemy stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkata ADC).
Jak poprzednio, rozwiazujemy réwnanie kwadratowe. by wyznaczy¢ p,
a nastepnie po nietrudnym rachunku ponownie otrzymujemy wzér (1) - ten sam,
ktéry zachodzi dla trapezu réwnoramiennego.

4R* = p*® — 2pr

Ta zgodnos¢ wynikéw dla dwéch réznych przypadkéw szezegélnych pozwala
sformutowaé hipoteze:

wzor (1) zachodzi dla dowolnego czworokqla wpisanego w okrag o promeeniu R
¢ jednoczesnie opisanego na okregu o promieniu r.

N
AU



3. Rozpatrzmy teraz przypadek ogdlny (patrz rys. 5,
ktdry zawiera potrzebne oznaczenia). W dowodzie
hipotezy wykorzystamy nastepujace wzory:

2) S=+p—a)p-0)p—c)p—d) =Vabed,

. o V/(ab+ cd)(ad + be)(ac + bd)

3) = iR -

Pierwsza réwno$¢ w (2) to tzw. wzér Brahmagupty,
prawdziwy dla dowolnego czworokata wpisanego w okrag
(druga réwnosé¢ bierze sie z faktu, ze czworokat jest
takze opisany na pewnym okregu). Wzor (3) jest
nietrudnym uogdlnieniem tozsamosei S = abe/4R
prawdziwe] dla kazdego tréjkata — zachecamy Czytelnika
do samodzielnego przeprowadzenia dowodu.

Zapiszmy wzér (1) w postaci R? — w? = ry/r? + 4R2 — 2,
Z twierdzenia o siecznych okregu wynika, ze lewa strona
jest réwna |[ID] - |IK|. Wystarczy wiec wyznaczyé

ten iloczyn w zaleznosci od R i r. Oto szkic dowodu.
Katy ABK 1 ADK sa réwne, a stad wynika (prosze
sprawdzi¢!), ze tréjkat K BI jest prostokatny. Rozpatrujac
zalezno$ci bokéw 1 katéw w trdjkatach KBI i EBI,
dostajemy

|IB| r
sin ~ sinf cos

IK| =
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Rys. 5

Mnozac obie strony tej réwnosci przez |ID| = r/sin §, otrzymamy

(4)

ID|- |IK| =

27?2 8r’R*  8r*R?
sinasinf ~ |AC|-|BD|  ac+bd’

Druga réwno$é¢ wynika z twierdzenia sinuséw, a trzecia — z dobrze
Czytelnikom Delty znanego twierdzenia Ptolemeusza. Oznaczajac m = ac + bd
1 wykorzystujac wzory (2) oraz (3) dostajemy

=

(5)

Poniewaz p = a

m
+
2

1 (ab4ed)(ad+be) 1 <a2+c3

b+ d°
= T6R? R > ‘

16 R25%2 ac

¢ = b+ d, wiec ze wzoru Brahmagupty (2) otrzymujemy

réwnosci (a + ¢)? = p* = S*/r? = abed/r*. Stad a® + ¢* = %24 — 2ac i podobnie

b 4-d% = % — 2bd. Wykorzystujac obie te zaleznosci, przeksztatcamy (5) do

postaci

w? > 0, a stad

1_ 1 (m
" 16R2

m -’IE h 4> '

Stad juz tatwo obliczamy m = 2r? + 2r/r? + 4R?, wstawiamy te wartosé
do (4) 1 po uwolnieniu mianownika od niewymierno$ci mamy gotowy dowdd
postawionej wezesnie] hipotezy.

Warto podkresli¢, ze rozpatrzenie przypadkdw szczegdlnych istotnie pomogto
. . i 9 9 9 G} G) s

nam w uzyskaniu dowodu zaleznosci w= = R* + r* — rv/r? + 4R* w ogdlnym
przypadku. Po pierwsze, mozna bylto sformulowac hipoteze gloszaca, ze w zalezy
jedynie od R i 7. Po drugie, wiadomo bylo, czego nalezy dowodzié¢, a dzieki temu
mozna bylo zastosowaé twierdzenie o siecznych okregu. Rozumowania tego typu,
pokazujace droge od sformutowania hipotezy do jej kompletnego dowodu, rzadko
pojawiaja sie w literaturze szkolnej, a szkoda, bo sa bardzo ksztalcace.

Na koniec zauwazmy jeden ciekawy wniosek plynacy ze wzoru (1): zawsze mamy

Ezﬁ,
.

przy czym réwnosé zachodzi, jak latwo sprawdzié, jedynie dla kwadratu.



