Kacik olimpijski (20)

Wyjscie z cienia
Jedno z zadan II stopnia XLVI Olimpiady Matematycznej brzmialo:
W szedciokqcie wypuklym ABCDEF zachodzq réwnosci |AB| = |BC|, |CD| = |DE|,

|EF| = |FA|. Wykazaé, ze proste zawierajace wysokosci trojkatow BCD, DEF « FAB,
poprowadzone odpowiednio z wierzchotkéw C, E, A, przecinajq sie w jednym punkcie.

Zadanie nie jest latwe; zachecam do samodzielnej préby rozwiazania. Dopiero potem
(Iub po rezygnacji) proponuje dalsza lekture.

Oto rozwiazanie Komitetu Gléwnego, dostarczone po zawodach uczestnikom -
zadziwiajaco krétkie:

Rozwazmy okregi o srodkach B, D, F i promieniach odpowiednio réwnych |BA|, |DC|,
|FE|. Osie potegowe tych okregéw pokrywajq sie z prostymi zawierajgcymi rozpatrywane
wysokosci tréjkatow BC'D, DEF, FAB. Oczywiscie, te trzy osie potegowe przecinajg
ste w jednym punkcie.

Uczestnicy zawoddw przewaznie reagowali na tre$¢ rozwiazania stwierdzeniem, ze nigdy
nie styszeli o osiach potegowych okregéw. Niektdrzy zreszta rysowali w brudnopisach
opisane okregi, nie wiedzac, ze mozna sie tu na co$ powotac.

Osi potegowych nie ma w programie szkolnym, nie jest to tez ,klasyczny” chwyt
olimpijski (typu zasady szufladkowej czy twierdzenia Cevy). Niemniej jednak
uczestnicy potrafili sobie z zadaniem poradzi¢! W Krakowie rozwiazalo je kilka oséb,
czterema réznymi, bardzo tadnymi sposobami.

Jeden z dowoddéw oparty byl na lemacie: Proste prostopadte do bokdw trégkata ABC
poprowadzone = punktéw C' € AB, A' € BC, B' € AC przecinajq sie w jednym punkcie
wtedy i tylko wtedy, gdy |[AC'|* +|BA'|? +|CB')> = |BC'|? +|CA'|> + |AB']*. By to
wykaza¢ w jedna strone, wystarczy zastosowaé twierdzenie Pitagorasa; urok dowodu
polega na pieknym wykazaniu implikacji odwrotnej. Prowadzimy dowdd nie wprost,
zaktadamy, ze zachodzi nieréwnos$¢ — po czym przesuwamy réwnolegle jedna z prostych
do punktu przeciecia dwdch pozostatych i korzystamy z wykazanego wynikania

w przeciwna strone... Szczegoly pozostawiam Czytelnikowi.

Natomiast inny sposéb wrecz olénil Komitet Okregowy; nikt sposrdd nas nie
spodziewal si¢. ze mozna problem pokonaé metoda tak tadna. Oto ona. Jezeli
LABF 4+ /DBC > (FBD (i analogicznie przy dwéch pozostatych katach
tréjkata BDF'), wtedy rysunek czterech tréjkatéw jest... siatka czworoscianu
o podstawie BDF. Szukany punkt przeciecia za$ to po prostu rzut wierzchotka!

No dobrze, ale to przypadek tatwiejszy. Co zrobié, gdy LABF + LtDBC < LFBD?
Oznaczmy spodki badanych wysokoéci przez A*, C*, E*. Na prostej AA™

obierzmy punkt A’, a na prostej CC* punkt C’ tak, by |A'B| = |BC’|

i LA'BF + LDBC' > LFBD. Nastepnie wezmy punkty E’ na prostej EE* i A" na
prostej AA* tak, by |C'D| = |DE'|i |E'F| = |FA"|. Jezeli wykazemy, ze A" = A", to
szedciokat A’ BC'DE'F tworzy siatke czworoscianu i 1zecz sprowadza sie do pierwszego
przypadku, bo badane proste sie nie zmienily. .. Ale wykazanie, ze A’ = A" jest
niezwykle tatwe, wystarczy kilka razy zastosowaé twierdzenie Pitagorasa wykorzystujac
zatozona réwnos$é odpowiednich odcinkéw.

To pozostawiam jako éwiczenie.

Pomyst ,wyjscia w przestrzen” w zadaniu z geometrii ptaszczyzny jest niestandardowy
1 bardzo oryginalny (,odwazny”, jak powiedzial jeden z najbardziej do$wiadczonych
czionkéw Komitetu Okregowego). No, i przynidst przepiekny, krétki dowdd.

" A oto zadanie z I etapu tej samej, XLVI Olimpiady Matematycznej; dowiedzialem sie,

ze ono réwniez ma oryginalne rozwiazanie za pomoca ,wyjécia w przestrzei”. Milej
zabawy!

Dana jest prosta k oraz lezace na niej trzy rézne punkty. Kazdy z nich jest poczqtkiem
pary pétprostych, wszysthie te pdlproste lezq w jednej pélplaszczyinie o krawedzi k.
Kazda z tych par pélprostych wyznacza z kazdg inna czworokat. Dowiesé, ze jesli w dwa
z tych czworokatéw mozna wpisaé okrag, to réwniez w trzeci mozna wpisaé okrag.

Czemu ten kacik zostal zatytulowany ,wyjscie z cienia”? W rozwiazaniu ,wyszliémy”,
co prawda, z siatki czworoécianu, ale po jej ,gieciu” mamy na plaszczyZnie cien
czworodcianu. Za$ ,,Wyjécie z cienia” to tytul ksiazki, ktéra goraco polecam, wydanej
w roku 1983, napisanej przez znakomitego, niezyjacego juz pisarza, Janusza A. Zajdla.
Zapewne niewielu z milo$nikéw twdérczoéci Zajdla (w tym, byé moze, olimpijczykdw)
wie, ze Janusz Zajdel zostal wyrézniony w finale VI Olimpiady Matematyczne;j. . .
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