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Wojciech GUZICKI
Jak stwierdzié, czy dana liczba naturalna n jest liczba pierwsza? Najprostszy
algorytm polega na dzieleniu liczby n przez wszystkie liczby mniejsze od

niej. Latwo zauwazymy, ze wystarczy dzieli¢ przez liczby nie wieksze niz v,
potem zauwazymy, ze nie trzeba dzielié przez liczby parzyste itp. Oczywiscie,
najkorzystniej byloby dzieli¢ tylko przez liczby pierwsze mniejsze od \/n, ale jak
z kolei je rozpoznaé? Jednak chwila zastanowienia pokaze, ze nawet najlepsze
modyfikacje tego algorytmu beda catkowicie nieprzydatne w praktyce, gdy
mamy do czynienia z bardzo duza liczba pierwsza n. Jesli bowiem liczba n ma
np. 200 cyfr dziesietnych. to liczb pierwszych mniejszych od niej jest tak wiele,
ze w ciagu catego naszego zycia nie zdazymy sprawdzi¢, czy n dzieli si¢ praez nie
wszystkie, nawet jedli uzyjemy do tego najlepszych znanych nam komputeréw.

Czy jednak mozna stwierdzié. ze liczba n jest pierwsza, inaczej niz wykazujac.
ze nie dzieli sie przez zadna liczbe mniejsza od niej? Zanim odpowiemy na to
pytanie, zastanowimy sie nad pytaniem .odwrotnym” do niego: jak stwierdzic,
ze liczba nie jest pierwsza? Oczywidcie, najprosciej wskazaé dzielnik takie]
liczby. Na przyklad, wykazujemy, ze liczba n = 245432656233769542083107 jest
ztozona, wskazujac jej rozklad na czynniki:

n = 245432656233769542083107 = 563389748759 - 435635644373 .
Sprawdzenie, ze tak jest naprawde, jest kwestia chwili dla nieduzego komputera.
Widzimy wiec, jak mozna tatwo przekonaé kogo$, ze pewna liczba jest zlozona.
Wystarczy pokazaé¢ mu rozklad tej liczby na czynniki. Zupetnie inna kwestia
jest sposéb znalezienia tego rozkladu i tym problemem nie bedziemy sie tu
zajmowaé. Przypomne tylko, ze dotychezas nie znamy dostatecznie szybkiego
algorytmu, za pomoca ktérego moglibyémy rozktadaé na czynniki liczby majace
juz okoto 150 evfr dziesietnych.

Czy wskazanie rozkladu na czynniki jest jedyna metoda wykazania, ze liczba
jest ztozona? Okazuje sie. ze nie. Mozemy bowiem skorzystac¢ z tzw. malego
twierdzenia Fermata:

Twierdzenie. Jedli liczba p jest pierwsza 1 liczba « nie dzieli sie przez p,
to a®” ' =1 (mod p).

Twierdzenie to wynika natychmiast z twierdzenia Eulera, wspomnianego

w poprzednim artykule. Wezmy teraz przyktad. Liczba n = 481 jest zlozona.
Mozemy sie o tym przekonad, znajdujac jej czynniki pierwsze: 481 = 13 - 37.
Mozemy jednak skorzystaé z matego twierdzenia Fermata. Wezmy liczbe a = 2.
Oczywiscie, @ nie dzieli sie przez n. Gdyby liczba n byta liczba pierwsza,

to musiataby by¢ spetniona kongruencja 2*3% =1 (mod 481). Wiemy,

w jaki sposéb mozna doéé szybko obliczaé¢ wysokie potegi modulo n. Jeslh
obliczymy (za pomoca komputera) potege 243 modulo 481, to przekonamy sie,
ze 2989 = 248 (mod 481). A zatem liczba 481 nie jest pierwsza.

W tym przyktadzie liczba n jest mata i trudnosci obliczeniowe zwiazane

z obliczeniem wysokie] potegi liczby 2 modulo 481 nie przekonaja nikogo

o oplacalnosci tej metody. Duzo prosciej byloby sprobowaé podzieli¢ n przez
kilka poczatkowych liczb naturalnych. Jednak jeél liczba n ma kilkaset cyfr

i dzielenie nie moze daé rezultatu wystarczajaco szybko, podnoszenie do
potegi zaczyna sie oplacaé. Powstaje tylko pytanie, czy ta metoda zawsze jest
skuteczna, tzn. czy zawsze mozemy wykazaé w ten sposob. ze liczba n jest
ztozona.

Wybierzmy inna podstawe a, np. a = 11. Wtedy okaze sie,

ze a*® =1 (mod 481). Liczba 481 jest zlozona, a mimo to teza matego
twierdzenia Fermata zachodzi. Pokazuje to, ze ta metoda jest jednak zawodna.
Moga istnieé podstawy a, dla ktérych "' =1 (mod n) i podstawy a. dla
ktérych a®~ ' # 1 (mod n).
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Jedli liczba n jest ztozona, liczba a jest wzglednie pierwsza z n oraz zachodzi
kongruencja «"~! =1 (mod n), to liczbe n nazywamy liczba pseudopierwsza
przy podstawie a. Liczby pseudopierwsze przy podstawie 2 dawniej nazywano
po prostu liczbami pseudopierwszymi. Najmniejsza taka liczba jest 341. Mozna
udowodnié, ze jest tych liczb nieskoniczenie wiele. Naturalnym pytaniem

jest, czy dla kazdej liczby zlozonej n istnieje taka wzglednie pierwsza z nia
podstawa a, ze liczba n nie jest pseudopierwsza przy podstawie a. Gdyby tak
byto, to mielibysmy nadzieje na sprawdzenie, czy liczba n jest pierwsza. Test
moégtby wygladaé nastepujaco: wybieramy liczbe a mniejsza od n 1 sprawdzamy,
czy jest ona wzglednie pierwsza z n; jesli znajdziemy wspdlny dzielnik, to wiemy
na pewno, ze liczba n jest zlozona, w przeciwnym przypadku podnosimy «

do potegi n — 1 modulo n — jesli otrzymamy wynik rézny od 1, to wiemy,

ze liczba n jest zlozona, jedli otrzymamy 1, to szukamy nastepnej podstawy a.
Skutecznodé tego testu bedzie zalezata przede wszystkim od tego, czy dla

liczby n istnieje podstawa a, przy ktorej liczba n nie jest pseudopierwsza,

a nastepnie od tego, czy taka podstawe bedziemy umieli znalez¢.

Okazuje sie jednak, ze istnieja liczby zlozone n bedace liczbami
pseudopierwszymi przy kazdej podstawie a wzglednie pierwszej z n. Przykltadem
takiej liczby jest 561. Mozna dos¢ tatwo wykazaé (np. za pomoca odpowiedniego
programu komputerowego), ze jesli liczby @ 1 561 sa wzglednie pierwsze,

to a®®® =1 (mod 561). Takie liczby nazywamy liczbami Carmichaela (czytamy
LKarmajkla™). Istnienie liczh Carmichaela niweczy nasze nadzieje na prosty

test sprawdzajacy. czy liczba jest zlozona i korzystajacy wyltacznie z malego
twierdzenia Fermata. Okazuje sie jednak, ze ten test mozna poprawic.

Przypusémy, ze liczba p jest pierwsza i wiemy, ze liczbha x* daje reszte 1 przy
dzieleniu przez p. Jaka reszte przy dzieleniu przez p daje sama liczba @7 Jest
to bardzo proste zadanie. Z zalozenia wiemy, ze liczba p jest dzielnikiem

liczby % — 1, czyli liczby (x — 1)(x 4+ 1). Nastepnie korzystamy z twierdzenia
moéwiacego, ze jesli liczba pierwsza dzieli iloczyn dwdch liczb, to musi dzielié
ktéras z tych liczb. A wiec albo liczba @ — 1 dzieli sie przez p, albo liczba v + 1
dzieli sie przez p. W pierwszym przypadku @ =1 (mod p), w drugim

r=-1 (mod p).

Okazuje sie, ze ta prosta obserwacja bardzo wiele wnosi

do sprawdzania, czy liczba jest ztozona. Popatrzmy na przyktad. Wiemy juz,
e 11980 =1 (mod 481). Ale 11989 = (1124)%, Niech wiec » = 11247,

Wtedy 22 =1 (mod 481). Gdyby liczba 481 byla pierwsza. to liczba «
musiataby przystawaé do 1 lub do —1 modulo 481. Sprawdzmy to. Okazuje sie,
ze 11717 = 1 (mod 481). Jest wiec tak, jak by¢ powinno. Ale to nie koniec.
Liczba 240 jest parzysta: 240 = 2 - 120, a wiec 11749 tez jest kwadratemn,
mianowicie 11240 = (11129)*, Mozemy powtdrzy¢ nasze rozumowanie.

Okaze sie, ze znéw 112" =1 (mod 481). Ale liczba 120 tez jest parzysta,
wiec mozemy to rozumowanie jeszeze raz powtérzyé. Niestety, zndw

okaze sie, ze 11°Y =1 (mod 481). Ale nastepnym razem juz sie uda:

113 = 38 (mod 481). Nie otrzymaliémy w wyniku ani liczby 1. ani liczby —1,
a wiec 481 jest liczba ztozona.

Ten sposéb postepowania, nazywany testem Millera—Rabina od nazwisk
autoréw, wyglada nastepujaco. Mamy dana liczbe n i cheemy sprawdzié,

czy jest ona zlozona. Wybieramy podstawe a i sprawdzamy, czy liczby a i n
sa wzglednie pierwsze. Za pomoca algorytmu Euklidesa mozemy to zrobié
bardzo szybko. Jesli znajdziemy wspdlny dzielnik wiekszy od 1, to liczba n na
pewno jest zlozona 1 mamy nawet jej rozktad na czynniki. Przypusémy wiec,
ze liczby a i n sa wzglednie pierwsze. Teraz podnosimy @ do potegi modulo n.
Najpierw wybieramy wykltadnik & = n — 1 i sprawdzamy, czy «* =1 (mod n).
Jedli nie, to wiemy na pewno, ze liczba n jest zlozona. Jedli tak, to patrzymy
na wykladnik k. Jesli jest on parzysty (na poczatku na pewno tak bedzie,

bo liczba n — 1 jest parzysta), to zamiast k bierzemy liczbe £ i rozumowanie

)

powtarzamy. Z tym tylko, ze teraz dopuszczalnymi resztami sa 11 —1. Jedli wiec
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a* =1 (mod n), to jest tak, jak byé¢ powinno i jesli wyktadnik & jest
liczba parzysta, to znéw zastepujemy go dwa razy mniejszym. Jesli jest
liczba nieparzysta, to koficzymy test. Podobnie, jeéli a* = =1 (mod n),
to test kofczymy, gdyz nic nie wiemy o liczbie 2, gdy @” daje reszte —1
(dokladniej n — 1) przy dzieleniu przez liczbe pierwsza n. Wreszcie, jesli
a¥* £ +1 (mod n), to test réwniez konczymy, wiedzac jednak tym razem,
ze liczba n jest zlozona. Mozliwe sa wiec trzy sposoby zakonczenia testu:

1. Po kolejnych dzieleniach wykladnika & dojdziemy do sytuacji, gdy jest on
liczba nieparzysta i ¢ =1 (mod n). Wtedy nie rozstrzygnelismy, czy liczba n
jest zlozona.

2. Po kolejnych dzieleniach wykladnika k& dojdziemy do sytuacji, gdy

a® = —1 (mod n). Wtedy réwniez nie rozstrzygneliémy, czy liczba n jest
ztozona.

3. Po kolejnych dzieleniach wykladnika k& dojdziemy do sytuacji, gdy
a* # +1 (mod n). Wtedy wiemy na pewno, ze liczba n jest zlozona.

Popatrzmy na przyktady réznych zakoniczen testu.
1. Niech @ = 100. Wtedy

, o ) - , _
il g2 Gl = 00— 30 =it =) (mod 481) .

2. Niech a = 36. Wtedy

u 92 2() 5 <)
a0 = g = g0 = gl g A0 = (mod 481)

I

oraz
a®=—-1  (mod 481).

Podobnie dla a = 6 mamy
g =gl =g = gl = (mod 481)
oraz
gl = =] (mod 481).

3. Ten przypadek widzielismy wyzej. Inny przyktad mamy dla a = 27:

: 51 5 s !
G0 = g = 130 = GF0 = ™ s ] (mod 481)

oraz
a'® = 443 (mod 481) .

Ta metoda jest bardziej skomplikowana, niz zastosowanie tylko matego
twierdzenia Fermata. Czy jest bardziej skuteczna? Okazuje sie, ze tak. Nie

ma bowiem odpowiednikéw liczb Carmichaela. Jesli liczba n jest ztozona, to
istnieje podstawa a, dla ktdrej test zakonczy sie tak jak w punkcie 3 powyzej,

a wiec bedziemy wiedzieli na pewno, ze liczba n jest ztozona. Ale jak te
podstawe znalezé? Pewnej metody nie znamy. Wiemy jednak, ze takich podstaw
jest duzo. Udowodniono, ze co najmniej % wszystkich liczb mniejszych od n

to takie liczby a, dla ktérych test zakonczy sie przypadkiem 3. Tych liczb

szukamy losowo. Losujemy jakakolwiek liczbe « mniejsza od n i przeprowadzamy

test. Jesli zakoriczy sie on przypadkiem 3, to znamy odpowiedz: liczba n jest
zlozona. Jesli test zakonczy sie przypadkiem 1 lub 2, to losujemy nastepna
liczbe a. Powtarzamy ten test np. 50 razy. Jesli za ktoryms$ razem dowiemy

sie, ze liczba n jest zlozona, to oczywiscie testu juz nie bedziemy musieli
powtarzac. Jedli jednak 50 razy uzyskamy przypadek 1 lub 2, to bedziemy
mieli dwie mozliwosci. Albo liczba n jest pierwsza, albo mielidémy niezwykle
mato szczescia w losowaniach podstaw a. Az 50 razy z rzedu wylosowalidimy
liczbe ze stosunkowo matego zbioru ,ztych” liczb. Prawdopodobiefistwo takiego

nieszczesliwego losowania jest bardzo male: wynosi zaledwie 5100 Jest ono tak

matle, ze w praktyce mozemy przyjac, iz testowana liczba jest liczba pierwsza.

Taki test nazywamy probabilistycznym. Z dowolnie duzym
prawdopodobienistwem mozemy ,przekonaé sie”, ze liczba n jest pierwsza.
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Jednak catkowite] pewnosci nie mamy. Cheieliby$my mieé¢ réwniez testy dajace
pewnos¢ wyniku: albo liczba n jest pierwsza, albo jest ztozona. Takie testy
istnieja, cho¢ sa znacznie wolniejsze od testu opisanego wyzej. Za pomoca
testu Millera-Rabina mozemy na matym komputerze szybko testowac liczby
nawet kilkusetcyfrowe. Najprostsze znane testy deterministyczne (tzn. dajace
odpowiedz pewna) wymagaja znacznie wiekszych komputeréw i dziataja
znacznie wolniej.

Na zakonczenie wspomne jeszcze, ze z pewnej nie udowodnionej dotychczas
hipotezy, tzw. uogdlnionej hipotezy Riemanna, wynika, ze jeshi liczba n jest
zlozona, to istnieje podstawa a < T0(log, n)?, dla ktérej test Millera koticzy
sie przypadkiem 3. A wiec wtedy mamy pewnosé, ze liczba n jest ztozona.
Wystarczy w tym celu przebadaé nie wiecej niz 70(log, n)? podstaw. Jeéli
liczba n ma okolo 100 cyfr dziesietnych, to wystarczy zbadaé okoto 8 milionéw
podstaw, a to mozna zrobi¢ za pomoca stosunkowo nieduzego komputera.

Patrz w niebo

Jowisz jest nagminnie cytowanym przyktadem obiektu w Ukladzie Stonecznym,
ktéry znacznie wiecej wyswieca energii, niz otrzymuje jej od Storica. Obecnie
wszyscy badacze zgodnie twierdza, ze ten nadmiar energii Jowisza pochodzi

z bardzo powolnego kurczenia sie catego globu (lub jego pewnych czesci),

czyli nieznacznego osiadania ,pod wtasnym ciezarem”, choé¢ réznia sie co do
szezegotéw tego procesu.

Do niedawna wydawato sie, ze w Ukladzie Stonecznym jest jeszcze jeden

glob zachowujacy sie do pewnego stopnia analogicznie, mianowicie satelita
Jowisza, lo. Jego energiczny wulkanizm wywotany jest tym, ze zmiany
odlegtosci od Jowisza powoduja zmienne dzialanie ptywowe planety, a to
pociaga za soba ustawiczne wyginanie skorupy satelity, a wiec jego grzanie.
Otéz pomiary promieniowania podczerwonego (wykonane juz dawno przez
Voyagery 1 kontynuowane do dzis) wykazaly, ze glob satelity jest érednio
goretszy, niz wynikatoby to z plywowego dziatania Jowisza. Nietrudno domyélié
sie, ze wyjasnienie tego faktu nastapilo w wyniku uwzglednienia wplywu
promieniowania stonecznego na warunki panujace na lo. Wplyw ten okazal sie
jednak nie tak oczywisty, jak sie z poczatku zdawalo.

Przede wszystkim stwierdzono, ze wiekszo§¢ termicznego promieniowania

lo pochodzi weale nie z zapadlisk wypelionych pltynna lub krzepnaca

magma o temperaturze od 600 K wawyz. Najwiece] podczerwieni emituja
wielkie, obejmujace tysiace kilometréw kwadratowych obszary niezbyt gorace,
bo o temperaturze okolo 300 K, a wiec o okoto 100 K wyzszej, niz ma érednio
grunt na dziennej stronie lo. Nawiasem médwiac, obszarom tym nie odpowiadaja
zadne widoczne na powierzchni obiekty. Catkowita emisja podczerwieni przez
satelite gwattownie spada, gdy wchodzi on w cieri Jowisza, musi wiec za nia
odpowiada¢ w duzym stopniu Slorice, a zmiany temperatury mégtby thumaczy¢
fakt, ze widocznie powierzchnia o pokryta jest warstwa pytu o malej pojemnodci
cieplnej. Jednak te wielkie cieple obszary pozostaja cieple po wejsciu satelity

w cien Jowisza, ich energia musi wiec pochodzié z glebi globu i hipoteza pytu
jest nie do obronienia.

Zasugerowano wreszcie, ze za gwaltowne skoki emisji podezerwieni moga byé
odpowiedzialne wspomniane juz rozlewiska lawy. Choé sa juz gorace, to jednak
jako czarne absorbuja niemal cale padajace na nie promieniowanie stoneczne.
Staja si¢ przez to goretsze i przyczyniaja sie w ten sposéb do zwiekszenia emisji
podezerwieni lo, a w cieniu Jowisza moga szybko wystygnaé do poprzedniej
temperatury. Problem byt wiec w zasadzie banalny — przeoczono absorpcje
promieniowania slonecznego w samych rozlewiskach lawy. Ich powierzehnia jest

w sumie niewielka, lecz przy dokladnosci wspétezesnych technik pomiarowych
niezgodno$¢ obserwacji z teoria domagalta sie wyjasnienia. Tomass KTWAST
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