IN — Potrzebuje¢ nurka.

Sila zbioru

Coroczne sukeesy mlodych polskich matematykéw w finalach Europejskiego
Konkursu zachecaja do wysuniecia nastepujacej nieSmialtej hipotezy: ztoty
medal w Konkursie Prac Uczniowskich z Matematyki, poparty wiara w siebie

i wyszlifowana angielskojezyczna wersja pracy, pozwala przy odrobinie
szczescia na zdobycie przynajmniej trzeciej nagrody w Konkursie Europejskim.
Zobaeczymy, czy hipoteza ta potwierdzi sie¢ w czasie finaléw IX Europejskiego
Konkursu Prac Mtodych Naukowcéw w Mediolanie, w dniach 9-14 wrzesnia
1997 roku — byé moze wezmie w nich udzial kolejny ztoty medalista Konkursu
Prac Uczniowskich, Michal Stukow z Gdanska (protokét z finatu konkursu
opublikowany jest w Delcie 1/1997). Skrét jego zwycieskiej pracy opublikujemy
za miesiac; teraz godzi sie wspomnieé, ze giédwny wynik polega — jak

w przypadku T. Osmana i M. Kurowskiego — na ciekawym, nie znanym
wezeéniej uogdlnieniu osiemnastowiecznego rezultatu ,z nazwiskiem”.

M. Stukow uogdlnit, mianowicie, na przypadek czworokata tzw. wzor Bulera,
orzekajacy, ze w dowolnym tréjkacie promieri okregu opisanego R, promien
okregu wpisanego r i odlegloéé d srodkéw obu tych okregéw powiazane sa
zaleznoécia d* = R? — 2Rr. Okazuje sig, ze jesli (skadinad dowolny) czworokat
ma te wlasnoéé, ze mozna zaréwno opisaé na nim okrag, jak i wpisaé wen okrag,
to wtedy odleglo$é d srodkéw obu okregéw wyraza sig wzorem

d® = R*+ 12 — r\/r2 + AR2

(R i r oznaczaja, odpowiednio, promienie okregu opisanego i wpisanego).

Redaktorom Delly, nie liczac wszelkich innych wazniejszych powoddw, choéby

i metryka nie pozwala marzyé¢ o zdobywaniu lauréw w Europejskim Konkursie,
przeznaczonym dla oséb w wieku 15-21 lat. Czytelnikéw w odpowiednim wieku,
ktérzy maja w dodatku pomysty, umiejetnosci i dobre checi, zachecamy do
doéwiadczalnego weryfikowania naszej hipotezy. Wystarczy bra¢ udzial najpierw
w jednym, a potem w drugim konkursie. '

Szczegdlowe informacje na temat warunkéw uczestnictwa w Europejskim
Konkursie Prac Mlodych Naukowcdw mozna uzyskaé w biurze Krajowego
Funduszu na Rzecz Dzieci (ul. Chocimska 14, 00-791 Warszawa,).

Marcin KOWALCZYK i Marcin SAWICKI

Zapewne wielu Czytelnikéw Delty byto kiedy$ 1 bedaca w istocie polaczeniem wymiaru
szczerze zaskoczonych dowiedziawszy sie, ze odcinek i charakterystyki Eulera. Sila zbioru bedzie zawsze
i kwadrat sa zbiorami réwnolicznymi, czyli ze istnieje pewnym wielomianem jednej zmiennej r.

miedzy nimi bijekcja (rys. 1). Céz dziwnego, skoro
sam odkryweca tego faktu, Georg Cantor, mial
napisaé w swoim lidcie do Dedekinda: ,widze to,

lecz nie wierze w to” (cytat za [5]). Oba zbiory
rozréznia pojecie wymiaru, leez ono z kolei ntozsamia
np. odcinek otwarty z domknietym, a ten ostatni ma
przeciez o dwa punkty wiecej, nieprawdaz?
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Rys. 1

W niniejszej pracy wprowadzamy pojecie sity
zbioru. Jest to charakterystyka pewnych zbioréw,
uwzgledniajaca zasugerowane powyzej intuicje Rys. 2

Sprébujmy na poczatek przyjaé, ze sita zbioru liczb
rzeczywistych jest réwna r. Intuicja podpowiada
wowcezas, by site odcinka otwartego, odcinka
domknietego, kwadratu i kostki obliczy¢ tak, jak to
pokazuje rysunek 2. Kolejne sugestie obliczenia sity,
dla zbioréw bardziej skomplikowanych, przedstawia

rysunek 3.
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Rys. 3

Usciélijmy te rozwazania. Skonczony CW-kompleks
to, méwiac obrazowo, przestrzen, ktéra jest suma
skonczonej rodziny roztacznych, ,zachowujacych
sie przyzwoicie” komorek (czyli zbiordéw
homeomorficznych z kostkami réznych wymiaréw).
W szczegolnosci, skoriczony CW-kompleks jest
zwarty, a brzeg kazdej z komérek jest suma podzbioru
komérek o mniejszych wymiarach. Na rysunku 4
przedstawiamy, na czym to polega. Miloénicy
§cistodcei zechca zajrzeé do podrecznikéw topologii
algebraicznej (np. [2]).
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Rys. 4

Na komoérkach CW-kompleksu (e™, dla m > 1,
oznacza otwarta komérke m-wymiarowa; € to punkt)
okreslimy funkcje [ o warto$ciach w pewnym

zbiorze Y (z dodawaniem i mnozeniem) spelniajaca
warunek f(ef*') = f(e*) . f(e'). Site F definiujemy

jako
" F(K) = Y £(e).
K

Sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie komarki
tworzace kompleks K. Latwo wykazad,

ze F(AU B) = F(A) + F(B) dla A, B rozlacznych,
oraz F(A x B) = F(A) - F(B).

Definicja jest doéé¢ ogdlna; dobierajac Y oraz f
mozemy otrzymaé wiele réznych pojec. Jesli np. YV jest
zbiorem liczb catkowitych, f(0) =0, f(e*) = (=1)%,

to otrzymana tak funkcja sity jest skadinad dobrze
znana: nazywa sie charakterystyka Eulera i jest
oznaczana Y(K); przyktady jej obliczania pokazuje
rysunek 5.

O ile nie bedziemy sie ograniczaé do CW-komplekséw,
to mozna w podobny sposéb zdefiniowaé np. miare
zbioru, prawdopodobienstwo, moc. Nie sa to
wprawdzie praktyczne definicje, ale pokazuja ogdlnosé
wprowadzanego pojecia.
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Rys. 5

Mozna sadzi¢, ze do uscidlenia definicji sity
zasugerowanej na rysunkach 2 i 3 nalezy przyjac

za Y pierscienn wielomiandw zmiennej r 1 polozy¢
f(e¥) =rE, F(0) = 0. Rysunek 6 pokazuje, ze nie jest
to okreslenie jednoznaczne. Jak wiec zmieni¢ definicje?
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Rys. 6

Zauwazmy, ze w podanych przykladach wszystkie
sily danego zbioru sa tego samego stopnia i w
dodatku przystaja modulo (r + 1). To spostrzezenie
pozwala rozwiazaé problem. Niech Y bedzie
zbiorem wielomianéw zmiennej r o wspotezynnikach
calkowitych nieujemnych; odpowiedni dla naszych
potrzeb zbidr Y otrzymujemy utozsamiajac te
wielomiany P 1 @) réwnego stopnia, ktérych

réznica dzieli sie bez reszty przez dwumian (r + 1).
Dla krétkosci piszemy wtedy P=Q. Elementy
zbioru Y (dla wtajemniczonych: klasy abstrakcji
relacji réwnowaznosci =) mozna, oczywidcie, mnozy¢
i dodawa¢ jak zwykte wielomiany.

Lemat. Jesli z rodziny wielomiandw F,

(1) F={0}U{a | ae N}U{ar" | a,n € N}U
u{r"+br""! | b,n € N}

wybierzemy dwa rdzine wielomiany tego samego

stopnia, to bedq one przyjmowadé rézne wartosci

w punkcie r = —1. Ponadto, dla kazdego n € N

i kazdego catkowitego m istnieje takt wielomian @

postaci (1) i stopnia n, Ze Q(—1) = m.



Dowdéd polegajacy na rozpatrzeniu kilku prostych
przypadkéw pomijamy.

Twierdzenie. Dla kaidego wielomianu P € Y istnieje
dokltadnie jeden wielomian @ nalezgcy do rodziny F
okreslonej wzorem (1) o tej wlasnosci, ze P=Q).

Dowéd. Gdy wielomian P = const., to teza

jest oczywista. Gdy stopienn P jest dodatni,

to wybieramy wielomian @ tego samego stopnia

i postaci (1) tak, by mieé¢ Q(—1) = P(-1).

Na mocy Lematu wielomian @ jest okreslony
jednoznacznie, a z twierdzenia Bezout wynika,

ze roznica wielomiandw P i @ dzieli sie bez reszty
przez dwumian (r + 1). Zatem, P=Q). m

Definicji samej funkeji f nie musimy zmieniag;
przyjmujemy nadal f(e*) = r*. Mozemy juz
udowodnié

Twierdzenie. Sila skoriczonego CW-kompleksu jest
dobrze okreslona.

Dowé6d. Pokazemy, ze sita zbioru jest dobrze |
okreélona dla przestrzeni, ktorych charakterystyka
Eulera 1 wymiar (tzn. najwiekszy z wymiardw
wszystkich komérek) sa dobrze okreslone. Wezmy
wielomian F'(A) obliczony dla konkretnego
rozbicia €1, ..., e~ danego zbioru A oraz
charakterystyke Eulera A:

F(A)=Y"rk,  x(4) =3 (-1)+.
i=1 =1

Jak widaé, x(A) = F(—1) (zob. tez rys. 6). Ale
charakterystyka Eulera x(A) jest dobrze okreslona,
totez dla dwéch réznych rozbié zbioru A otrzymujemy
wielomiany Fy, Fy przyjmujace réowne wartosci

w punkcie » = —1, czyli przystajace modulo (r + 1).
W dodatku stopnie tych wielomianéw sa réwne
(dobrze okreslonemu!) wymiarowi zbioru A. Zatem
F\=F,, czyli wielomiany Fy 1 Fy okreslaja ten sam
element zbioru Y. m

Whniosek. Znajac wymiar zbioru A i jego
charakterystyke Eulera, mozna site F(A) okresli¢
jednoznacznie.

Uwaga. Charakterystyka Eulera jest niezmiennikiem
homotopii, ale wymiar nim nie jest, wiec sita zbioru
nie moze by¢ niezmiennikiem homotopii.

Jesli dwa zbiory maja identyczne CW-kompleksowe
rozbicia, to maja, oczywiscie, rowne sily. Pojecie
sity jest na tyle trafne i naturalne, ze zachodzi takze
twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie. Dla kazdych dwdch zbiorow A i B
majacych rowne sily isiniejq identyczne rozbicia
A, ..., Ap zbioru A 1 By, ..., B, zbioru B (stowo
Jidentyczne” oznacza, Ze oba zestawy komdrek sq
identyczne).

Dzialtanie twierdzenia ilustruje rysunek 7. Zachecamy
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Czytelnikéw do préby samodzielnego przeprowadzenia
nieco technicznego dowodu. Podamy tylko wskazowke.
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Rys. 7

Lemat. Dla dowolnych 0 < m < n mozna rozlozyé
kostke €™ na trzy rozlaczne zbiory: kostke e™, kostke e™
i kostke e™*! (patrz rys. 8).

Rys. 8

I jeszcze jedno: zbidr z lewej strony rysunku 7 nie jest
CW-kompleksem. W istocie, charakterystyka Eulera

1 sita zbioru zdaja sie dziala¢ dla niektérych innych
sytuacji, np. dla rozbi¢, ktére nie sa CW-kompleksowe
(por. rys. 4), albo rozbié zbioréw, ktére nie sg

zwarte. Autorzy nie wiedza, jak rozszerzy¢ klase
CW-komplekséw tak, aby objaé i te przypadki.
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