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Rozwigzanie zadania M 801.
Rozwazmy podzbiory zbioru J, ktdére
majg te wlasnosé, ze suma elementéw
kazdego z nich jest réwna sumie
elementéw J. Sposréd nich (a istnieje

co najmniej jeden taki podzbidr,
mianowicie J) wybierzamy ten, ktdry ma
najmniejsza licebe elementdw i nazwijmy
go I (wybér I nie musi byé jednoznacznie
zdeterminowany ).

Przedzialy nalezace do zbioru [ lezg na
proste] w pewnym porzadku (wszystkie
maja dlugoéé 1, wiec wystarczy bra¢ pod
uwage polozenie ich srodkdéw). Niech

A oznacza zbior skladajacy sie z ,co
drugiego” (wg powyzszego porzgdku)
przedzialu nalezgcego do I i niech

B = I'\ A. Oczywiscie, drugi warunek
zadania jest spelniony.

Gdyby dwa rdzne przedzialy nalezace do
A przecinaly sie, to pewne dwa kolejne
przedzialy nalezace do A przecinalyby
sig, a wdwezas lezacy ,miedzy” nimi
przedzial p nalezacy do I bylby zawarty
w ich sumie (patrz rysunek).

P

—_——

Zatem suma elementéw zbioru I\ {p}
bylaby taka sama jak suma elementéw
zbioru I (réwna sumie elementdw
zbioru J), co przeczy minimalnosci
zbioru I. W ten sam sposéb dowadzimy,
ze przedzialy nalezace do B sg parami
rozlaczne.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnoéei danego zadania:

WT = 4 - 35/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséhb,
ktore nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktdrejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997,

Zadania z matematyki nr 337, 338 Redaguje Marcin E. KUCZMA

337. Niech o = (i/3 — 1)/2. Wyznaczyé wszystkie funkcje f zmiennej zespolonej z,
o wartoéciach zespolonych, spelniajace réwnanie funkeyjne f(az + 1) + f(z) = 22
338. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1

2n 2

Y (-1 ( ”) =0,

k

k=0
Zadanie 338 zaproponowal pan Krzysztof Oleszkiewicz z Warszawy.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/1996
Przypominamy tresé zadan:
329. Wyznaczy¢ wszystkie funkeje f: R — R o nastepujacej wlasnoéci: dla kazdej pary résnych

liczb rzeczywistych a, b prosta przechodzaca przez punkty (e, f(a)) i (b, f(b)) przecina oé rzednych
w punkcie (0, —ab).

n—1

| [(f;" — 27} jest podzielna

i=0

330. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba N =
przez n!.

329. Prosta przechodzaca przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)) przecina o$ rzednych

w punkcie (0,w), gdzie w = (af(b) — bf(a))/(a — b). Jesli funkcja f spelnia warunek
zadania (w = —ab), to kladac @ = 1 obliczamy: f(b) = bf(1) + b(b — 1). Zatem f ma postaé
f(z) = 2% + cz. Na odwrét, latwo sprawdzié, ze kazda funkcja takiej postaci (z dowolna
stala c) spelnia postulowany warunek (w = —ab).

330. Wystarczy dowiedé, ze dla kazdej liczby pierwszej p oraz dla kazdego wykladnika
naturalnego k& w ciagu liczb
(1)

jest nie wigcej liczb podzielnych przez p* niz jest ich w ciagu
(2) T PR A R g R
stad juz bowiem bedzie wynikalo, Ze w rozkladzie na czynniki pierwsze iloczynu wyrazéw
ciagu (1) liczba p wystepuje w potedze nie wyzszej niz w rozkladzie iloczynu wyrazéw
ciggu (2), co wobec dowolnoéci wyboru p da nam Zadana podzielnosé.

1, 2, )

on _ 2n-—1 .

Jezeli p jest liczba pierwsza nieparzysta, to zgodnie z twierdzeniem Eulera
1 (mod p*) dla k=1,2,3,...,

29k

gdzie

k—1

" iloé¢ liczb naturalnych < p* "
ap =¢(p") = AT y | =P —p
wezglednie pierwszych z p

Jedli wige n — ;7 dzieli si¢ przez ay, to 2n=7 =1 (mod p¥), i wobec tego liczba

2" — 29 = 2(2"~7 — 1) dzieli si¢ przez p*. Zatem w ciagu (2) jest co najmmiej [n/ o]
wielokrotnodci liczby p*, podczas gdy w ciagu (1) jest ich dokladnie [n/p*]; nieréwnosé
[n/ar] > [n/p*] oczywiscie zachodzi, skoro o < p*.

Trzeba jeszcze rozpatrzeé p = 2. Ciag (1) zawiera [n/2*] liczb podzielnych przez 2%; ciag (2)
zawiera ich n — k, jedli k < n, a nie zawiera zadnej, jesli k > n. Pozostaje wiec wykazaé, ze
(3) nf2*<n—k dla k<n.

To za$ wynika z monotonicznosci ciagu (¢; = /2% i =1,2,3,.. Jijedlil < k < n,
to cp—k > cn, co jest réwnowaznym zapisem nierdwnosci (3).
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Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 223 (WT=3,28), 224 (WT=2,26)

z numeru 9/1996

Aleksander Surma — Myszkiw
Przemystaw Gworys - Czgstochowa
Przemyslaw Gadzifiski- Sroda 31
Andrzej ldzik — Boleslawiec

43,62
38,52
31,28
30,93

Zadania z fizyki nr 235, 236 Redaguje Jerzy B. BROJAN

235. Rozpuszczalnoéé cukru (sacharozy) w wodzie szybko roénie ze wzrostem
temperatury — zob. rys. 1, gdzie odlozona na osi pionowej wielkoéé p jest stosunkiem
mas cukru i wody w roztworze nasyconym. Wynika stad do$é paradoksalny wniosek,
ze dolewajac czystej, zimnej wody do goracego roztworu cukru w wodzie mozna
doprowadzié¢ do jego przesycenia i krystalizacji nadwyzki cukru. Obliczy¢ maksymalna
temperature wody, ktérej dolanie do nasyconego roztworu cukru o temperaturze 100°C
spowoduje krystalizacje czesci cukru (choéby niewielkiej). Rozwazyé dwa przypadki:

a) dolewamy niewielka ilosé¢ wody,

b) dolewamy iloé¢ wody réwna 1/3 poczatkowej ilosci wody w roztworze.

Nalezy przyjaé, ze cieplo pobrane lub oddane podczas zmiany temperatury roztworu
jest réwne sumie wyrazen odpowiadajacych zmianie temperatury wody i cukru, przy
czym cieplo wlasciwe cukru jest réwne 0,30 ciepla wlasciwego wody, a oba ciepla
wlasciwe nie zaleza od temperatury. Pominaé efekty cieplne wynikajace ze zmiany
stezenia.

236. Napastnik biegnacy w strong bramki przeciwnika znajduje si¢ na wprost niej

i otrzymuje boczne podanie: pitka toczy sie poziomo z predkoscia 25 m/s réwnolegle
do linii bramkowe]j w odlegloéci 20 m od niej. Gdy napastnik kopie pilke, jego noga
porusza sie do przodu z predkoscia 15 m/s. Ocenié orientacyjnie niezbedna do zdobycia
bramki dokladnosé czasu Atf, w ktérym noga przekracza dowolna linie. Szerokosé
bramki wynosi 7,3 m, a érednica pitki — 22 cm. Pominaé role bramkarza i kwestie
zwiazane z wysokoscia poprzeczki 1 nogi.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/1996
Przypominamy tre$¢ zadan:

227. Wokél planety o masie M porusza sie po okregu ksieZzyc o masie m i promieniu r, zwrécony do
planety stale tg sama strong. Jaki warunek musi spelnia¢ promien R orbity ksiezyca (tzn. odleglosé
srodkéw obu cial), aby kamienie lezace na powierzchni ksiezyca nie odrywaly si¢ od niego? Prazyjad,
ze planeta i ksiezyc sa kuliste, M > m i R % r.

228. Z pigciu opornikéw o oporze R i jednego o oporze R' utworzono obwéd przedstawiony na
rysunku 2; wiemy, ze R # R', ale nie znamy tych wartosci. Oporniki wygladaja identycznie, wiec aby
ustali¢, ktéry jest ,odmiericem”, mierzymy opdr obwodu miedzy dowolnie wybranymi wezlami (bez
rozcinania polaczen i bez zwierania wezléw). W jaki sposéb nalezy wykonywaé te pomiary i jaka jest
ich minimalna liczba gwarantujaca mozliwoé¢ wskazania opornika R’ niezaleznie od miejsca, gdzie
Jjest ukryty?

Pytanie ,poza konkursem": czy dopuszczenie mozliwoéci zwierania wezléw pozwoli wykonaé zadanie
mniejszg liczba pomiardw?

227. Stosujac Il zasade dynamiki do ruchu planety i ksiezyca wyznaczamy w standardowy
sposob predkoéé katowa wzajemnego obiegu cial w
2 G(m+ M) GM
W= —— —

~

R3 R3
Rozpatrzmy kamien o masie u lezacy na powierzchni ksiezyca w punkcie najbardziej odleglym
od planety. Bedzie on pozostawal w spoczynku wtedy, gdy suma sil przyciagania go przez
planete i ksigzyc bedzie wigksza od sily odsrodkowej (lub réwna jej):

GMu Gmp
TRt A 2B

Podstawmy tu w? z poprzedniego wzoru oraz wprowadzmy przyblizenie
R
(R+r? R R®’
Po uproszczeniach otrzymujemy rozwiazanie w postaci warunku

R\® _ 3M
(=
T m

Latwo sprawdzié, ze warunek réwnowagi kamienia lezacego na ksigzycu w punkcie najblizszym
planety ma identyczna postaé. Spelnienie tego warunku gwarantuje tez, ze nie oderwa sie od
ksigzyca kamienie lezace w innych punktach.

Jedli dodatkowo zalozymy, ze gestosé planety i ksiezyca jest taka sama, to warunek ten
przyjmie postac

R> V3R, ~ 1,442R,,
gdzie Ry jest promieniem planety. Otrzymany wynik dowodzi, ze ksigzyc krazacy zbyt
blisko planety (wewnatrz tzw. strefy Roche'’a) ulegnie rozerwaniu przez sily przyplywowe.
Podawana w podrgcznikach wartosé promienia strefy Roche’a to 2,455 Ry réznica wynika stad,
ze dopuszcza sie mozliwosé plynnej zmiany ksztaltu ksiezyca, a nie tylko oderwania lezacych
kamieni od ksiezyca kulistego.
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228. Sa trzy mozliwe wyniki pomiaru:
: - a) Gdy opornik R’ lezy migdzy wezlami pomiarowymi (oznaczamy je literami A i B),

Rozwigzanie zadania M 802, Jezell
dwa tréjkaty majg wspolna wysokos,

Ry = RR'/(R+ R).

przez galaZ C'D nie plynie prad. Nietrudno sprawdzic, ze opdr jest wtedy dany wzorem

to stosunek ich pél jest réwny stosunkowi b) Gdy opornik R’ lezy miedzy wezlami C' i D, prad réwniez ta galezia nie plynie, a opdr

diugoéci ich podstaw. Stosujac to
twierdzenie dwukrotnie widzimy (patrz
rysunek), ze

miedzy A a B wynosi Ry = (1/2)R.
¢) Gdy opornik R’ zajmuje ktdrekolwiek z pozostalych polozen, obliczenie oporu migdzy A a B
jest nieco bardziej pracochlonne, a w wyniku otrzymuje sig

i _af o R(3R+ 5R')
5. PC _ S3 s —p
7 5 8(R+ R')
Stad, oczywiscie, §4 = 5153/52.
D Minimalna liczba pomiardw jest 4. Nalezy rozpoczaé od dwéch pomiardw, dla ktérych jeden

<

(*)

wezel jest wspdlny — np. AB i AC. W razie stwierdzenia, ze Ry = Rac, latwo doji¢ do
wniosku, ze opornik R’ moze sie ukrywaé tylko w dwdch miejscach: migdzy 4 a D lub miedzy

C B a C. Mierzymy opory Rap i Rpe, tak e dysponujemy kompletem wartosci Ry, Rz i Ha,
a korzystajac ze zwiazku

4R3 = Ry + 3Rs

B mozna ustalié¢, ktéry ze zmierzonych opordw jest réwny Ri, a ktéry R — co konezy
poszukiwania. Jesli natomiast okazalo sie, ze Rqp # Rac, to jako trzeci zmierzmy opor Rpp
(mozna wybraé inaczej). Gdy ten opér jest rézny od obu poprzednich, to czwarty pomiar
okazuje sie niepotrzebny, gdyz znéw mamy komplet wynikéw Ry, Rz i Rz i mozemy
postepowad tak, jak powyzej. Gdy zas Rpp = Rac (przypadek Rpp = Rap # Rac jest

niemozliwy), opornik R’ moze si¢ ukrywaé zaréwno miedzy A a B, jak migdzy C a D, wige
konieczny jest jeszcze pomiar Reop.

Wprowadzenie mozliwodci zwierania dwdch lub trzech wezléw bardzo komplikuje zadanie.
W zasadzie mozna tak dokonaé pomiaréw (wszystkie z jednym zwarciem), aby dopasowujac
wyniki do wzoréw analogicznych do zwigzku (*) mozna bylo rozwiazaé¢ zadanie trzema

pomiarami. Wzory te sa jednak o wiele bardziej skomplikowane, a ponadto przy ,zlodliwym”

XT — Spodziewana jest
zta pogoda.

Patrz w niebo

Merkury, najblizsza Stonca planeta, jest z natury
rzeczy najsilniej wyprazonym globem w Uktadzie
Stonecznym. Choé brzmi to nieprawdopodobnie,
uzyskano niedawno argumenty za tym, ze na
biegunach Merkurego zalegaja miejscami znaczne ilodci
wodnego lodu. Pierwsze informacje o tym pojawily sie
w 1991 r., gdy przy obu biegunach planety stwierdzono
obecnoéé obszaréw bardzo silnie odbijajacych fale
radarowe. Dalsze badania potwierdzily, ze tak odbijaé
fale radarowe moze wlasciwie tylko 16d.

Maksymalna temperatura gruntu na Merkurym
przekracza 550°C, ale tak jest, oczywiscie, w pasie
réwnikowym, gdzie naslonecznienie jest najsilniejsze.
Od szerokosci planetograficznej okoto £80°

ku biegunom rozciagaja sie tereny charakteryzujace
sie tym, ze wnetrza wystepujacych tam krateréw
nigdy nie sa wystawione na bezpoérednie promienie
Storica. Te wiecznie ocienione miejsca nigdy nie
osiagaja temperatury wyzszej niz —160°C, przez co
moga stanowié przechowalnie zamarzajace] wody
pochodzacej badz z wnetrza planety, badZ dostarczanej
od przypadku do przypadku np. przez komety.

Okolobiegunowe obszary Merkurego sa wprawdzie
osloniete przed Stoncem, lecz od czasu do czasu
staja sie widoczne z Ziemi, poniewaz orbita planety
lezy w plaszezyznie tworzacej kat 7° z plaszezyzna
ekliptyki. Wtedy wtasnie jest okazja wnikniecia

16

doborze stosunku R/R' rozwiazanie moze nie by¢ jednoznaczne.

falami radarowymi do wiecznie ciemnych wnetrz
niektérych krateréw. Takie badania prowadzone
byly w latach 1991-92 za pomoca 300-metrowego
radioteleskopu w Arecibo na Puerto Rico.

Rozktad lodowych plam zgadzat sie z konfiguracja
biegunowych krateréw znana od czasu, gdy

Mariner 10 sfotografowal powierzchnie planety.
Dalsze prace polegaly na badaniu zmian polaryzacji
fal radarowych przy odbiciu od Merkurego.
Uzywano do tego 70-metrowego radioteleskopu

w Goldstone w Kalifornii. Potwierdzono w ten sposdb,
ze fale odbijaja sie od lodu, gdyz podobne skutki
oddzialywania fal radarowych z lodem obserwowano
w przypadku czap polarnych Marsa oraz lodowych
satelitow Jowisza. Lod w kraterach Merkurego ma
co najmniej kilka metréw grubosei, a przykrywa

go zapewne kilkudziesieciocentymetrowa warstwa
pylu chroniaca go przed stabym, lecz nieustannym
promieniowaniem z Kosmosu.

Uwaza sie, ze gdyby dalo si¢ przebadaé warstwy
merkurianskiego lodu ,z bliska”, mozna by sie wiele
dowiedzieé¢ o ewolucji wewnetrznych obszaréw Ukladu
Stonecznego. O ladowaniu tam czlowieka nie ma
jeszeze co marzyé, lecz — jak sugeruja badacze — juz
umieszezenie na okoloplanetarnej orbicie sondy

z aparatura radarowa przyniosloby ogromne korzysei

naukowe. Tomasz KWAST



