..} Minima i maksima z innej strony

Rozwigzanie zadania M T98.

Zalézmy, 2e réwnanie f(z) = g(z) nie Pa'wef STRZELECKI

ma rozwiazan rzeczywistych. Wéwczas

funkcja h(z) = f(x) — g(x) jest ciagla

i nie ma zer, wiec albo przyjmuje tylko ; . . . . .

wartoéei dodatnie, albo tylko ujemne. Do czego moga stuzy¢ minima i maksima? Wiekszos¢ polskich maturzystow

Zatem uwaza zapewne, ze do gnebienia uczniéw za pomoca zadan zaczynajacych sie od

P ML AR =  stéw znajd? najmniejszq (najwieksza) wartosé. . .. Przykladéw dostarczy dowolny
= UGN =g EDNHI =0t = phisr zadan dla uczniéw starszych klas liceum. Kazdy maturzysta doda tez,

ze rozwiazuje sie takie zadania niemal mechanicznie, bez glebszego namystu,

a problemy moga sie pojawi¢ tylko w rachunkach. Ot, bierze sie odpowiednia

funkcje, przyréwnuje sie do zera jej pochodna, sprawdza, ze w znalezionym

punkcie rozpatrywana funkcja rzeczywiscie ma maksimum ezy minimum, i po

zabawie,

= f(f(=)) — glg(z)),
wiec i rédwnanie f(f(2)) = g(g(x)) nie ma
rozwigzat reeczywistych.

Stali Czytelnicy Delly, w szezegdlnosei milosnicy Kqcika olimpijskiego, wiedza
Prayklady nieoczekiwanego i skutecznego J€dnak, ze minima i maksima moga si¢ zupelnie nieoczekiwanie przydaé do
wykorzystania metody wariacyjnej ~ rozwiazania réwniez takich zadan i probleméw, w ktérych — ani na pierwszy,
E{Oigzzxagff:epi1“};;’;;??;:':, z:::::: ani nawet na drugi rzut oka - nie chodzi weale o znajdowanie miniméw czy
olimpijskimz Delty 8/1996. maksiméw. Matematyka (i ta szkolna, i ta bardzo powazna) nie polega bowiem
wcale na tym, by zna¢ tysiace definicji i twierdzen; wystarczy zamiast tego
nauczy¢ sie kilku (no, moze kilkunastu) stosunkowo ogdlnych i prostych metod,
a nastepnie przyzwyczaié sie do ich stosowania w najrozmaitszych sytuacjach.
Jedna z takich uniwersalnych metod jest wtasnie metoda wariacyjna; polega ona,
mowiac niezbyt Scisle, na znajdowaniu miniméw lub maksiméw odpowiednio
dobranych funkeji. Zademonstrujemy nizej dwa — by¢é moze Czytelnikom do tej
pory nie znane — ladne zastosowania tej metody.

Oto przyklad pierwszy. Zapytajmy, czy mozna tak pomalowaé wierzcholtki
dowolnego skoriczonego grafu kolorem czarnym i bialym tak, by kazdy
wierzcholek mial wéréd swoich sasiadéw przynajmniej polowe innego koloru niz
A A on sam? Odpowiedz jest (o dziwo) twierdzaca; ten fakt zartownisie nazywaja

twierdzeniem o unikaniu segregacji rasowej. Metoda wariacyjna pozwala
podaé uzasadnienie w pieciu slowach: trzeba zmaksymalizowac liczbe par
roznokolorowych sqsiadow. Dla leniwych wyltézmy cala kawe na tawe: gdy
graf ma n wierzchotkéw, to réznych jego czarno-bialych pomalowar jest 27.

Rys. 1. Gdy przemalujemy wieracholek Ay 54 nich istnieje oczywiscie takie, ze liczba par sasiednich wierzchotkéw

na kolor czarny, to wzrosnie liczba par g 3 4 il .

réznokolorowych sasiadéw. grafu pomalowanych réznymi kolorami jest najwieksza z mozliwych. Gdyby dla
takiego pomalowania np. pewien bialy wierzcholek grafu mial ponad polowe
sasiadéw bialtych, to przemalowujac ten wierzcholek na czarno zwiekszylibysmy
liczbe par réznokolorowych sasiadéw (patrz rys. 1).

Méwimy, ze zbiér D jest wypukly, Drugi przyktad bedzie nieco powazniejszy. Podamy szkic dowodu twierdzenia
Jesli dla wszystkich punktéw P,Q € D Birkhoffa o bilardach. Role stolu bilardowego odegra wypukly podzbiér D

deinek PQ jest t D. Gladkosé . i i i
Zr:;gz Zniszn::::;;;:pmme; plaszczyzny R? z gladkim brzegiem dD. Bila to po prostu punkt, poruszajacy

tyle: dla dowolnego punktu A € 8D sie po stole po linii prostej az do momentu dojscia do brzegu stolu — wéwczas

istnieje takie kolo otwarte K o srodku s = x x = s =
i gabniilas ol odbija si¢ tak, by kat padania byt réwny katowi odbicia (patrz rys. 2). Zachodzi

(z dokladnoécia do izometrii) wykresem wowczas nastepujace OgC']ne 1 szepl‘%kne
pewnej rézniczkowalnej w sposéb ciagly

funkgji jednej zmiennej rzeczywistej. Twierdzenie (Birkhoff). Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje w D
zamknieta trajektoria bilardowa zlozona z doktadnie n réinych odcinkéw
fl o korcach nalezqcych do brzegu 3D obszaru D.

Innymi stowy, dla kazdego n mozna polozy¢ bile w pewnym punkcie
stolu i uderzy¢ tak, by dokladnie po n odbiciach od brzegu stolu wrécita
(z przeciwnego kierunku) do punktu wyjscia.

Rys. 2. Do dowodu potrzebny bedzie prosty
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Rys. 5

Lemat. Niech M i N bedq (réznymi) ustalonymi punktam: brzeqgu 0D obszaru D
i niech K lezy na 8D miedzy M @ N. Jesli katy padania 1 odbicia utworzone

w punkcie K przez odcinkt MK « KN nie sq rdwne, to wéwczas blisko K istnieje
na brzegu obszaru D taki punkt K, (patrz rys. 3), ze

MK+ Ki1N >MK+ KN.

Odlézmy na chwile dowdd lematu 1 pokazmy, w jaki sposéb wynika z niego
twierdzenie Birkhoffa. Rozpatrzmy wszystkie n-katy wpisane w D. Istnieje
wérdd nich taki, ktéry ma najwiekszy obwdd. Nie jest to wprawdzie fakt
calkowicie oczywisty, ale zdola go uzasadni¢ kazdy, kto styszal przynajmniej
raz w zyciu, ze funkcja ciagta na zbiorze zwartym osiaga swoje kresy. Ow n-kat
o najdluzszym z mozliwych obwodzie — nazwijmy go A1 Asz... A, — to whaénie
poszukiwana trajektoria bili. Istotnie, gdyby np. katy padania i odbicia
utworzone w punkcie A; przez odcinki A, A; 1 A; As byly rézne, to zgodnie

z lematem mozna by punkt A; tak nieco przesunaé po brzegu 9D obszaru D,
by wzrosta suma dlugodci odcinkéw A, A; i A; A5, Wowezas wzroénie jednak
takze obwdd wielokata A; A, ... A, a to jest sprzecznosé.

Pozostaje zatem udowodnié lemat. Dokonajmy najpierw niezbednych
przygotowan technicznych. Wprowadzmy w tym celu uktad wspélrzednych

na plaszezyznie tak, by K = (0,0), M = (a,b), N = (¢, d). Zalézmy tez, bez
zmniejszenia ogdlnosei, ze 08 OX pokrywa sie ze styczna do 9D w punkcie K.
Nastepnie sparametryzujmy brzeg obszaru D w otoczeniu punktu K. Wezmy
w tym celu niewielka liczbe dodatnia € 1 przyjmijmy, ze ¢ : (—g,e) — Ry,
©(0) = 0, jest funkeja gtadka, ktére] wykres zawiera sie w brzegu obszaru D.

To juz koniec przygotowan. Przechodzimy do rzeczy i definiujemy funkcje (patrz
rys. 4)

S(z) = V(—a+2)2+ (b — p(2))? + V(e — z)* + (d - o(2))?.
Jak wida¢, S(z) jest po prostu suma odleglosci punktéw M 1 N od
punktu (z, ¢(z)) lezacego na dD. Okazuje sie, ze pochodna S’(0) jest réwna
réznicy sinuséw katéw padania i odbicia. Rachunek jest prosty, trzeba tylko
pamietaé, ze ©’(0) = 0, bowiem styczna w punkcie K do wykresu ¢, czyli do
brzegu obszaru D, to 0§ OX. Oto szczegdly:
SI(U) A SR b(p’([]) S d(to;(o) I
Va? + b2 Ve + d?
a c . s
= _\/32-4-52 — N/ = sina —sin 3.
Poniewaz katy padania « i odbicia @ nie sa réwne, wiee S’(0) # 0. Zatem,
w malym otoczeniu zera istnieja wartosci z, dla ktérych mamy S(z) > S(0).
Na przyktad, w sytuacji przedstawionej na rysunku nieréwnosé ostra
S(z) > S(0) zachodzi dla wszystkich odpowiednio malych dodatnich wartosei .
Tym samym dowdd lematu jest zakoinczony. (Kto zauwazyt, gdzie skorzystalidmy
z wypuktosci D7)

Tym, ktorzy cierpliwie dobrneli niemal do konca artykulu, przypomnialo sie, byé
moze, szkolne zadanie z geometrii: na prostej p wskazaé taki punkt C, by suma
jego odlegtosci od dwdch zadanych, lezacych po jednej stronie p punktéow A

1 B byla najmniejsza z mozliwych (patrz rys. 5). Wiadomo dobrze, ze C' nalezy
wybra¢ tak, by katy padania i odbicia utworzone przez odcinki AC' i1 C'B byly
réwne. Fizyk powiedzialby moze, ze to przyktad stosowania metody wariacyjnej
w optyce, 1 ze mozna tez metoda wariacyjna udowodnié¢ prawo zalamania $wiatlta
(patrz Delta 9/1995, a takze zadanie F 446).

Metody wariacyjne mozna napotkac, gdy sie studiuje najrozmaitsze obiekty
matematyczne. Opisywanie wszystkich po kolei i z osobna przypominaloby
opisywanie po kolei pojedynczych drzew w lesie, nie bedziemy wiec tego robic.
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