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Rozwiazanie zadania M 798.
Zalózmy, ze równanie f(x) = g(x) nie
lna rozwiazan rzeczywistych. Wówczas
funkcja h(x) = f(x) - g(x) jest ciagla
i 11Iema zer, wiec albo przyjmuje tylko
wartosci dodatnie, albo tylko ujemne.
Zatem

0"1- "(l(x) + h(g(x» =

= f(J(·r»)-g(l(x)+f(g(·r»)-g(g(x) =

= f(J(x») - g(g(3O»,

WIeC l równanie f(ll3O» = g(g(3O)) nie ma
rozwiazail. rzeczywistych.

Przyklady nieoczekiwanego i skutecznego
wykorzystania metody wariacyjnej
mozna znalezc np. w rozwiazaniu zadania
M 790 w Delcie 11/1996, albo w Kaciku

olimpijskim z Delty 8/1996.

Rys.!. Gdy przemalujemy wierzcholek A

na kolor czarny, to wzrosnie liczba par
róznokolorowych sasiadów.

Mówimy, ze zbiór D jest wypukly,
jesli dla wszystkich punktów P, Q E D

odcinek PQ jest zawarty w D. Gladkosc
brzegu znaczy dla naszych potrzeb
tyle: dla dowolnego punktu A E aD

istnieje takie kolo otwarte K o srodku
w A, ze fragment aD zawarty w K jest
(z dokladnoscia do izometrii) wykresem
pewnej rózniczkowalnej w sposób ciagly
funkcji jednej zmiennej rzeczywistej.

Rys. 2.

Pawel STRZELECKI

Do czego moga sluzyc minima i maksima? Wiekszosc polskich maturzystów
uwaza zapewne, ze do gnebienia uczniów za pomoca zadan zaczynajacych sie od

slów znajdz najmniejsza (najwieksza) wartosc. ... Przykladów dostarczy dowolny
zbiór zadan dla uczniów starszych klas liceum. Kazdy maturzysta doda tez,

ze rozwiazuje sie takie zadania niemal mechanicznie, bez glebszego namyslu,

a problemy moga sie pojawic tylko w rachunkach. Ot, bierze sie odpowiednia

funkcje, przyrównuje sie do zera jej pochodna, sprawdza, ze w znalezionym

punkcie rozpatrywana funkcja rzeczywiscie ma maksimum czy minimum, i po
zabawie.

Stali Czytelnicy Delty, w szczególnosci milosnicy J( acika olimpijskiego, wiedza

jednak, ze minima i maksima moga sie zupelnie nieoczekiwanie przydac do

rozwiazania równiez takich zadan i problemów, w których - ani na pierwszy,
ani nawet na drugi rzut oka - nie chodzi wcale o znajdowanie minimów czy

maksimów. Matematyka (i ta szkolna, i ta bardzo powazna) nie polega bowiem

wcale na tym, by znac tysiace definicji i twierdzen; wystarczy zamiast tego

nauczyc sie kilku (no, moze kilkunastu) stosunkowo ogólnych i prostych metod,
a nastepnie przyzwyczaic sie do ich stosowania w naj rozmaitszych sytuacjach.

Jedna z takich uniwersalnych metod jest wlasnie metoda wariacyjna; polega ona,

mówiac niezbyt scisle, na znajdowaniu minimów lub maksimów odpowiednio
dobranych funkcji. Zademonstrujemy nizej dwa - byc moze Czytelnikom do tej

pory nie znane - ladne zastosowania tej metody.

Oto przyklad pierwszy. Zapytajmy, czy mozna tak pomalowac wierzcholki

dowolnego skonczonego grafu kolorem czarnym i bialym tak, by kazdy

wierzcholek mial wsród swoich sasiadów przynajmniej polowe innego koloru niz

on sam? Odpowiedz jest (o dziwo) twierdzaca; ten fakt zartownisie nazywaja
twierdzeniem o unikaniu segregacji rasowej. Metoda wariacyjna pozwala
podac uzasadnienie w pieciu slowach: trzeba zmaksymalizowac liczbe par

róznokolorowych sasiadów. Dla leniwych wylózmy cala kawe na lawe: gdy

graf ma n wierzcholków, to róznych jego czarno-bialych pomalowan jest 2n.

Wsród nich istnieje oczywiscie takie, ze liczba par sasiednich wierzcholków

grafu pomalowanych róznymi kolorami jest najwieksza z mozliwych. Gdyby dla

takiego pomalowania np. pewien bialy wierzcholek grafu mial ponad polowe

sasiadów bialych, to przemalowujac ten wierzcholek na czarno zwiekszylibysmy

liczbe par róznokolorowych sasiadów (patrz rys. 1).

Drugi przyklad bedzie nieco powazniejszy. Podamy szkic dowodu twierdzenia
Birkhoffa o bilardach. Role stolu bilardowego odegra wypukly podzbiór D

plaszczyzny R2 z gladkim brzegiem aD. Bila to po prostu punkt, poruszajacy

sie po stole po linii prostej az do momentu dojscia do brzegu stolu - wówczas

odbija sie tak, by kat padania byl równy katowi odbicia (patrz rys. 2). Zachodzi
wówczas nastepujace ogólne i przepiekne

Twierdzenie (Birkhoff). Dla kazdej liczby naturalnej n> 2 istnieje w D

zamknieta trajektoria bilardowa zlozona z dokladnie n róznych odcinków

o koncach nalezacych do brzegu aD obszaru D.

Innymi slowy, dla kazdego n mozna polozyc bile w pewnym punkcie

stolu i uderzyc tak, by dokladnie po n odbiciach od brzegu stolu wrócila

(z przeciwnego kierunku) do punktu wyjscia.

Do dowodu potrzebny bedzie prosty
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Lemat. Niech M i N beda (róznymi) ustalonymi punktami brzegu aD obszaru D

i niech K lezy na aD miedzy M i N. Jesli katy padania i odbicia utworzone

w punkcie K przez odcinki M K i K N nie sa równe, to wówczas blisko K istnieje

na brzegu obszaru D taki punkt KI (patrz rys. 3), ze

MKI+KIN>MK+KN.

Rys.3

Odlózmy na chwile dowód lematu i pokazmy, w jaki sposób wynika z niego

twierdzenie Birkhoffa. Rozpatrzmy wszystkie n-katy wpisane w D. Istnieje

wsród nich taki, który ma najwiekszy obwód. Nie jest to wprawdzie fakt

calkowicie oczywisty, ale zdola go uzasadnic kazdy, kto slyszal przynajmniej
raz w zyciu, ze funkcja ciagla na zbiorze zwartym osiaga swoje kresy. Ów n-kat

o naj dluzszym z mozliwych obwodzie - nazwijmy go AIA2 ... An - to wlasnie

poszukiwana trajektoria bili. Istotnie, gdyby np. katy padania i odbicia
utworzone w punkcie Al przez odcinki AnAI i AIA2 byly rózne, to zgodnie
z lematem mozna by punkt Al tak nieco przesunac po brzegu aD obszaru D,

by wzrosla suma dlugosci odcinków AnAI i AIA2' Wówczas wzrosnie jednak
takze obwód wielokata AIA2 ... An, a to jest sprzecznosc.

5(x) := V( -a +X)2 + (b - cp(x))2 + yi"(c - x)2 + (d - cp(X))2 .

J ak widac, 5( x) jest po prostu suma odleglosci punktów M i N od

punktu (x, cp(x)) lezacego na aD. Okazuje sie, ze pochodna 5'(0) jest równa
róznicy sinusów katów padania i odbicia. Rachunek jest prosty, trzeba tylko

pamietac, ze cp'(O) = O, bowiem styczna w punkcie K do wykresu cp, czyli do

brzegu obszaru D, to os OX. Oto szczególy:

, -a - bcp'(O) -c - dcp'(O)
5 (O) = ----:==-+ -==~ =

va2 + b2 Vc2 + d2

---==a== _ ----==c== = sin O' _ sin j3 .

va2 + b2 Vc2 + d2

Poniewaz katy padania O' i odbicia j3 nie sa równe, wiec 5'(0) i- O. Zatem,

w malym otoczeniu zera istnieja wartosci x, dla których mamy 5(x) > 5(0).

N a przyklad, w sytuacji przedstawionej na rysunku nierównosc ostra

5(x) > 5(0) zachodzi dla wszystkich odpowiednio malych dodatnich wartosci x.

Tym samym dowód lematu jest zakonczony. (Kto zauwazyl, gdzie skorzystalismy

z wypuklosci D?)

x

Pozostaje zatem udowodnic lemat. Dokonajmy najpierw niezbednych

przygotowan technicznych. Wprowadzmy w tym celu uklad wspólrzednych
na plaszczyznie tak, by K = (O, O), M = (a, b), N = (c, d). Zalózmy tez, bez

zmniejszenia ogólnosci, ze os OX pokrywa sie ze styczna do aD w punkcie K.

Nastepnie sparametryzujmy brzeg obszaru D w otoczeniu punktu K. Wezmy
w tym celu niewielka liczbe dodatnia E i przyjmijmy, ze cp: (-e,E) -+ R+,

/ cp(O) = O, jest funkcja gladka, której wykres zawiera sie w brzegu obszaru D.

N(c,d) To juz koniec przygotowan. Przechodzimy do rzeczy i definiujemy funkcje (patrz

rys. 4)

y

D

Rys.4

A.

Rys.5

Tym, którzy cierpliwie dobrneli niemal do konca artykulu, przypomnialo sie, byc

moze, szkolne zadanie z geometrii: na prostej p wskazac taki punkt C, by suma

jego odleglosci od dwóch zadanych, lezacych po jednej stronie p punktów A

i B byla najmniejsza z mozliwych (patrz rys. 5). Wiadomo dobrze, ze C nalezy
wybrac tak, by katy padania i odbicia utworzone przez odcinki AC i C B byly
równe. Fizyk powiedzialby moze, ze to przyklad stosowania metody wariacyjnej

w optyce, i ze mozna tez metoda wariacyjna udowodnic prawo zalamania swiatla

(patrz Delta 9/1995, a takze zadanie F 446).

Metody wariacyjne mozna napotkac, gdy sie studiuje najrozmaitsze obiekty
matematyczne. Opisywanie wszystkich po kolei i z osobna przypominaloby

opisywanie po kolei pojedynczych drzew w lesie, nie bedziemy wiec tego robic.
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