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Liczby trodjkatne

Podstawowa zasada budowania stabilnej konstrukeji z klockéw polega na tym,
by klocek z kolejnej warstwy lezal na dwdch klockach z warstwy poprzedniej
(jak na rys. 1). Ile klockéw potrzeba, by zbudowaé taka stabilna $ciane stojaca
na dwéch klockach? Niewiele. Dwa klocki w podstawie, jeszcze jeden na nich

i to wszystko. Razem trzy. A jesli zaczniemy od trzech? Trzy, na nich dwa,

a na nich jeszcze jeden, razem sze$é. Widaé, ze w trakcie obliczenia mozemy
wykorzystaé znany nam juz wynik poprzednich rachunkéw: okazalo sie, ze po

Rys. 1

ulozeniu podstawy mamy na niej postawié¢ Scianke o podstawie krétszej o jeden
klocek. Nietrudno zauwazyé, ze tak bedzie zawsze. Zaczynajac od podstawy z n
klockéw, w nastepnej warstwie musimy ulozy¢ ich n — 1. Wiedzac, ile klockéw
potrzeba dla (1 — 1)-klockowej podstawy, tatwo mozemy obliczy¢ liczbe klockéw
potrzebnych dla scianki o podstawie zlozonej z n klockéw.

Oznaczmy przez t, owa liczbe dla Scianki o podstawie n. Oczywiscie
ty=1,at, =t,_1 4+ ndlan > 1 (mozemy sie jeszcze dodatkowo umdwié,
ze 19 = 0, bo przeciez do icianki o podstawie 0 potrzeba 0 klockéw). Tak

wiectp =14+2=3,13=1+24+3+4 =10 (rys. 2) i tak dalej. Mozna si¢
domyslaé, ze i, jest zawsze suma liczb naturalnych od 1 do n (dla n > 0)

— 1 rzeczywiscie tak jest. Czytelnik znajacy indukcje moze ja wykorzystaé do
wykazania, ze dla kazdej liczby naturalnej n, 1, = ﬂ’;il (podobno ten wzér
wymyslit mlody Gauss, gdy nudzit sie na lekeji matematyki).

Pobawmy sie chwile takimi liczbami, zwanymi liczbami trojkginymi ze
wzgledu na ksztalt Scianki z klockéw. Oczywiscie, nie kazda liczba naturalna
jest tréjkatna (np. 4 1 5 nie sa), ale czy mozna kazda liczbe naturalna
wyrazi¢ za ich pomoca? Tez pytanie: przeciez widaé, ze n + 1 =1,4; — 1,

(1 oczywiscie, 0 = t3). Réznica dwdéch sasiednich liczb tréjkatnych jest
wiec wyjatkowo prosta. Z suma moze by¢ gorzej, ale sprébujmy. Wiemy

Rys. 2

juz, ge typg + 1, = (”+1)2(“+2) + “(“;1). Liczymy szybko (np. wyciagajac
2l przed nawias) i okazuje si¢, e tn41 + ¢, to po prostu (n + 1)2.
Uklada nam si¢ calkiem niezla arytmetyka liczb tréjkatnych, wiec idzmy
dalej. Z naszych rachunkéw wynika natychmiast, ze (n + 1)3 to po prostu
(the1 +20) - (Tng1 — tn), czyli tfH_l — t2. Bardzo sympatycznie. Czy mozna
to wykorzysta¢ w ,normalnej” matematyce? Mozna. Wiemy juz, czemu réwna
sie suma kolejnych liczb naturalnych od 1 do n. A czemu réwna sie suma ich

[ { I [ ‘ ] trzecich poteg? Zaprzegnijmy do pracy nasze specjalne liczby:

AR P42+ e =(8-15) (3-8 +. . A (6~ ) (10 ).
! l l l ‘ —[ I | Widad, ze prawie wszystkie liczby tréjkatne po prawej stronie zredukuja sie
| l ‘ ‘ ‘ l | | | i zostanie tylko t2 — 2. Ale t2 = 0, wigc ostatecznie nasza suma jest réwna t2
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1 ’ J l 1 1 [ | | | | Gdyby kto§ Wam zaproponowal kiedys dowdd indukeyjny wzoru na sume
szeScianéw kolejnych liczb naturalnych, zapytajcie go, czy zna liczby tréjkatne.

Rys. 3 A jesli cheecie dowiedzieé sie o nich paru ciekawostek, zajrzyjcie do ksiazki
Sladami Pitagorasa Szczepana Jeleniskiego, ktora juz wiele pokolen mtodych

Odpowiedz bez liczenia Czytelniku: czy ludzi wprowadZﬂa do lnatematyki‘

liczba tréjkatna jest wyssza czy szersza? Matg Delte przygotowal Wiktor BARTOL
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