
Lista uczestników

ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazal)

zadan 323 (WT=1,44) i 324 (WT=2,50)

z numeru 6/1996
Lesla.w Skrzypek - 3- 42,39
Tomasz Wietecha. - 2- 42,33
Ada.m Czornik - 2- 41 ,29

Piot.r Zmijewski 39,15

Krzysztof Za.pisek 39,12
Ta.deusz J6zefczyk - 2- 38,10

Ba.rtlomiej Oyda. 36,33

Toma.sz Kulpa. - 1- 34,45
Ja.rosla.w La.zuka. 33,94

Zbigniew Ga.liM - 1- 32,14
Konra.d Patkowski 29,18

Andrzej Dudek 26,04
Jerzy Witkowski - 1- 25,64

Wojciech Ma.ciak 25,46
Ja.n Ciach - 5- 24,98
Janusz Olszewski - 3- 24,18

Witold Bednarz 2'1,13
Ka.zimierz Serbio - 3- 23,34

Bogumila. Piotrowska 22,34
Michal Lewandowski 21,69
Marcin Sawicki 21,20

Mieczysla.w Jedrzejowski - 21,10

Legenda (przykladowo): stan konta

5-24,98 oznacza, ze uczestnik juz

pieciokrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (szóstej) rundzie ma 24,98

punktów.

Zestawienie obejmuje wszystkich

uczestników ligi, którzy spelniaja

nastepujace dwa warunki:

- stan ich konta (w aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej

20 punktów;

- przyslali rozwiazanie co najmniej

jednego zadania z rocznika 1994, 1995
lub 1996.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych

uczestników, którzy rozstali sie z liga trzy

lata temu (lub dawniej); oczywiscie, jesli

ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrócic

do naszych matematycznych lamiglówek,

jego nazwisko automatycznie wróci na

liste. Serdecznie zapraszamy'

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci

uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik, M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,

P. Kumor, P. Gadzinski (5), K. Jedziniak,

J. Olszewski, L. Skrzypek, H. Kornacki

(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktów wiecej niz trzy razy,

sygnalizuje to cyfra w nawiasie).
Pozostali czlonkowie Klubu 44 M

(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk

figurujacych na liscie powyzej):

"dwukrotni": Z. BartoId, P. Jedrzejewicz,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Pióro,

S. Solecki, G. Zakrzewski;

"jednokrotni": T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

P. Figurny, M. Fiszer, L. Gasinski,

A. Gluza, T. Grzesiak, K. Hryniewiecki,

K. Jachacy, M. Kasperski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, P. Kubit, A. Langer,

R. Latala, P. Lipinski, P. Lizak,

J. Mandziuk, M. Marczak, M. Matlega,

R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,

J. Milczarek, R. Mitraszewski,

W. Olszewski, W. Pompe, M. Roman,

M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy,

A. Smolczyk, Z. Surduka, T. Szymczyk,

W. Szymczyk, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawislawski.

Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delly

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial Fizyki

Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs - lige zadaniowa

pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym numerze:

dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu opracowanych

rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przyslaniu rozwiazania co najmniej jednego
zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania zadan

z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n + 2 (dodawanie modulo

12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1996 uplynal 31 stycznia 1997).

W numerze n + 4 podane sa szkicowe rozwiazania.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz podpisane

ilnieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku i uczelni. Rozwiazania

zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na kopercie:

Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez róznych uczestników nie

beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest ocenione w skali od O do 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy ocenie

brana jest pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze pomyslowosc

metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen. Wspólczynnik

ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N oznacza liczbe

osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez wszystkich uczestników za dane

zadanie, wówczas otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci WT = 4 - 3S/N. Za nadeslane rozwiazanie

uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe punktów równa iloczynowi uzyskanej oceny przez

wspólczynnik trudnosci (z zaokragleniem do dwóch miejsc po przecinku).

11. Niektóre z zadan mozna znalezc (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

z rozwiazaniami w róznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, którzy w takich przypadkach

przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja ocene

maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym zródle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie

(dowód, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego autorstwa,

nalezy podawac zródlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji uczestnika ligi

(tj. osoby, która przyslala juz rozwiazanie jakiegos zadania - por. p. 4), a dostarczone zostalo

wraz z rozwiazaniem (chocby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie odsylaczem do literatury),
uczestnik otrzymuje ocene maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczególnych zadan, obliczone wedlug

reguly podanej w p. 10, sa sumowane - oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila osiagniecia

sumy 44 punktów w jednej z tych dwóch dziedzin uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44 M lub
Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu brac

udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na poczet

ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana

Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalezy przyslac do redakcji Delty kartke pocztowa

(oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie, ze sporzadzona

tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi okienkami do wpisania ocen.

Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka miesiecy, gdy uzbiera sie material

dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko uczestnika

moze byc wymienione w czolówce z nie zmieniona suma punktów trzykrotnie; nastepny raz ukaze sie

wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w góre.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest omówienie przebiegu konkursu, prezentowane

sa w skrócie ciekawsze rozwiazania i uogólnienia oraz oglaszana jest obszerna czolówka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwosc zmian regulaminu.
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233. Jeden koniec niewazkiej i nierozciagliwej nici o dlugosci l jest unieruchomiony,

a do drugiego przymocowano punktowe cialo, odchylono od pionu o kat O' < 90°

i puszczono. W odleglosci r od punktu zawieszenia, pod katem f3 do pionu (rys. l)
znajduje sie sztywna i cienka poprzeczka, tak ze gdy nic sie o nia oparla, cialo

poruszalo sie dalej na nici skróconej. Jaki warunek musza spelniac wymienione
parametry, aby po wzniesieniu sie do góry cialo spadajac uderzylo w poprzeczke?

234. a) Do jednego konca metalowego preta przyczepiono kuleczke wosku, a drugi
koniec umieszczono w plomieniu palnika. Kuleczka spadla po czasie t. Po jakim czasie

spadlaby ta kuleczka, gdyby pret byl dwukrotnie dluzszy?

b) Kuleczke wosku przyczepiono w wierzcholku metalowego wycinka kuli ("wycietego"
np. przez powierzchnie stozkowa o wierzcholku w srodku kuli), a cala kulista

powierzchnie wycinka objeto plomieniem palnika. Kuleczka spadla po czasie t.
Po jakim czasie spadlaby ta kuleczka, gdyby promien kuli byl dwukrotnie wiekszy?

c) Kuleczke wosku przyczepiono na osi metalowego wycinka walca ("wycietego" przez
dwie pólplaszczyzny przechodzace przez os walca), a cala boczna (cylindryczna)
powierzchnie wycinka objeto plomieniem palnika. Kuleczka spadla po czasie t.
Po jakim czasie spadlaby ta kuleczka, gdyby promien walca byl dwukrotnie wiekszy?
Temperatura poczatkowa bryly nie ulega zmianie przy podwojeniu dlugosci lub

promienia. Dla uproszczenia nalezy pominac odplyw ciepla do otoczenia.

Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 1997

Rys. 1

Zadania z fizyki nr 233, 234 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rys. 2 Rys. 3

I

u
•.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1996

Przypominamy tresc zadan

225. Kulke upuszczono z pewnej wysokosci H na szalke wagi sprezynowej, od której odbila sie
sprezyscie, w wyniku czego szalka zaczela drgac harmonicznie z amplituda równa (1/4)H. Odbita

kulka spadla ponownie i po drugim odbiciu wzniosla sie na poziom poczatkowy (z którego zostala

upuszczona). Dla jakiego stosunku mas kulki m i szalki M takie zdarzenie j,;st mozliwe?

226. Do zródla napiecia przemiennego (sinusoidalnego) o amplitudzie Uo = 30 V przylaczono

obwód skladajacy sie z diody, opornika o oporze 100 n i kondensatora o duzej pojemnosci (rys. 2).

Charakterystyka diody jest przedstawiona na rysunku 3 - w kierunku przewodzenia jej opór wynosi

10 n, a w kierunku zaporowym - 1000 n. Ile wyniesie napiecie na kondensatorze po uplywie bardzo

dlugiego czasu? Pojemnosc kondensatora jest tak duza, ze to napiecie osiaga wartosc stala·

225. Predkosc kulki w chwili pierwszego uderzenia o szalke byla

równa v = Y2gH. Stosujac zasady zachowania pedu i energii

znajdujemy predkosci szalki VI i kulki V2 natychmiast po
odbiciu:

2m M-m
Vi = v--- , V2 = v--- .

M+m M+m

Aby po drugim odbiciu kulka podskoczyla na poczatkowa

wysokosc, musi ono przebiegac odwrotnie wzgledem pierwszego,

tzn. oba zajda na tej samej wysokosci i kulka przejmie

cala energie, pozostawiajac szalke nieruchoma w polozeniu

równowagi. Tak sie stanie pod warunkiem, ze od pierwszego do

drugiego odbicia uplynie 1/2 okresu drgan szalki (lub 3/2, lub

5/2 ... - ogólnie (n + ~) okresu). Z drugiej strony, czas ten musi
byc równy czasowi lotu kulki:

( 1) ( 1) 211" 2V2n+"2 T= n+"2 :;=--g'
gdzie w jest czestoscia drgan szalki. Poniewaz maksymalna

predkosc ruchu szalki jest zwiazana z amplituda A

tozsamoscia VI = wA, otrzymujemy

VI V2 = 1I"gA (n + ~) .
Nalezy jeszcze podstawic A = H/4 oraz wyliczone na poczatku

VI i V2. Dla n = O z równania

16m(M - m) = 11" (n + ~) (M + m)2

znajdujemy dwie mozliwe wartosci ulamka miM: 0,155 i 0,577.

Dla n > O równanie nie ma rozwiazan.

226. Oznaczmy opór opornika przez R, opór diody w kierunku

przewodzenia przez Rp, w kierunku zaporowym przez Rz,

a szukane napiecie na kondensatorze przez Ul. Ustalenie

sie napiecia Ul oznacza, ze ladunek na kondensatorze

zmienia sie okresowo, powracajac do wartosci poczatkowej

po uplywie czasu T (okresu zmian napiecia zródla). Ladunek

przeplywajacy w tym czasie przez opornik jest równy róznicy

miedzy ladunkami przeplywajacymi przez diode w kierunku

przewodzenia i zaporowym

Ul 1 J 1 J
-T = - (U (t) - UI)dt - - (Ul - U(t))dt,
R Rp Rz

gdzie U(t) jest zmiennym napieciem zródla, a zakres calkowania

jest dla kazdej z calek (oznaczmy je symbolami h i h) ta

czescia okresu, w której wyrazenie podcalkowe jest dodatnie.

Kladac U(t) = Uo sin(wt) (lub Uo cos(wt)) nietrudno wyliczyc
calki analitycznie

2 V 2 2h = -( Uo - Ul - Ul arccos(UI/Uo)),w

h = ~(Vug - uf + Ul ~ + Ul arcsin(UI/Uo)).w 2

Podstawiajac te wyrazenia do wzoru (*) nalezy wykorzystac

zwiazek t = ~ i skrócic okres T. Wyznaczenie wartosci Ul
nastepuje w wyniku obliczen numerycznych - przy podanych

wartosciach oporów otrzymuje sie Ul :::;0,627 Uo :::; 18,8 V.

W regulaminie Klubu 44 zostala wprowadzona zmiana polegajaca na wyrazniejszym rozdzieleniu klubu

matematycznego i fizycznego. Jest to usankcjonowaniem przyjetego od dawna zwyczaju, zgodnie z którym

podajemy oddzielne listy czlonków i weteranów obu klubów.

A oto naj ciekawsze rozwiazania i uwagi przyslane przez naszych Czytelników:
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Rozszerzona czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan

221 (WT = 2,50) i 222 (WT = 2,38)
z numeru 6/1996

Jaroslaw Lazuka - Warszawa 47,94
Aleksander Surma - Myszków 2- 42,16

Andrzej Borowski - Aleksandrów K. 1- 38,48

Przemyslaw Gworys - Czestochowa 2- 37,06
Zbigniew Galias - Kraków 36,75
Przemyslaw Gadzinski- Sroda Slaska 31,28
Andrzej Idzik - Boleslawiec 25,72
Dariusz Wilk - Rzeszów 25,57

Artur Gawryszcza.k - Duheczno 1- 16,69

Stanislaw Swia.tek - Klodzko 11,12
Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 1- 10,88

Lista obejmuje uczestników, którzy

przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z roczników 1994-1996 oraz

maja w biezacej rundzie na swoim koncie

co najmniej 10 punktów. Cyfra przed

kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl

juz 44 punkty. Prowadzacy pan Lazuka
wlasnie dolaczyl do grona czlonków
Klubu 44 F powiekszajac ich liczbe
do 22.

Pozostali czlonkowie Klubu 44F

(alfabetycznie; liczby w nawiasach
oznaczaj a wielokrotnosc przekroczenia

44 punktów): Piotr Bala (3), Anna

Gluza (1), Wieslaw Kacprzak (1), Jerzy

Lipkowski (2), Dzierzyslaw Lipniacki (3),
Boguslaw Mikielewicz (1), Leszek
Motyka (1), Roman Musial (1), Pawel

Perkowski (2), Tomasz Rawlik (1), Robert
Repucha (1), Adam Sikorski (3), Jacek
Stelmach (1), Leszek Szalast (1), Piotr

Wach (1), Tomasz Wietecha (2).

Zadanie 203. [Obrót "spadajacego kota" skladajacego sie z dwóch walców] (wspólczynnik

trudnosci WT = 3,03, liczba poprawnych rozwiazan LPR = l). Pan A. Gawryszczak

oprócz bezblednego rozwiazania problemu zasadniczego podal tez prawidlowa odpowiedz na

pytanie dodatkowe dotyczace walców obracajacych sie z przeciwnym zwrotem. Okazalo sie,

ze w tym punkcie do rozwiazania zamieszczonego w Delcie 1/1996 wkradl sie blad polegajacy

na nieuwzglednieniu odleglosci miedzy walcami.

Zadanie 204. [Ocenic maksymalny ladunek kulki stalowej, który nie spowoduje jej rozerwania]

(WT = 1,90, LPR = 4). Prawidlowy wynik Q ~ 10-4 C otrzymali A. Nowogrodzki,

A. Gawryszczak, A. Surma i J. Lazuka, przy czym do niektórych rozwiazan mozna

miec pewne drobne zastrzezenia. Pan Gawryszczak pisze, ze "trudno byloby zgromadzic

taki ladunek na kulce, gdyz odpowiada on potencjalowi 1,5 .108 V i elektrony mialyby

energie potencjalna wielokrotnie przewyzszajaca prace wyjscia". Uwaga ta wydaje sie

niesluszna, gdyz wyjscie elektronu z metalu wymaga uzyskania energii na samym poczatku

drogi, podczas gdy potencjal wzgledem nieskonczonosci jest zwiazany z praca wykonana

na znacznie wiekszej drodze. Bariera potencjalu zapobieglaby wiec ucieczce elektronów

z kulki (chyba ze pokonywalyby ja na zasadzie przejscia tunelowego). W innych listach

Czytelnicy próbowali scisle calkowac sily wzajemnego oddzialywania ladunków na kulce, mimo

wyraznej sugestii "ocen orientacyjnie ... ". Najbardziej ambitna pod tym wzgledem byla praca

J. Lazuki, który zaprzagl do obliczen pelny aparat teorii sprezystosci wraz z przywolaniem

wspólczynników Poissona i Lamego (Lyzka dziegciu: dlaczego przyjal, ze ladunek jest

jednorodnie rozlozony w objetosci kulki?). Wreszcie w jednym z przyslanych rozwiazan zwraca

uwage zdumiewajacy wynik Q ~ 1011 C! Skad moze pochodzic blad az o 15 rzedów wielkosci?

Otóz autor rozwiazania (lepiej nie wymieniajmy nazwiska ... ) rozpatruje tylko oddzialywanie

naprzeciwleglych par elementarnych ladunków, zapominajac o tym, ze oddzialywanie wiaze

kazdy ladunek z kazdym innym. Ze tez mu pióro nie zadrzalo ...

Zadanie 205. [Cialo naladowane krazy w polu magnetycznym zmieniajacym sie bardzo powoli]

(WT = 2,98; LPR = l). Prawidlowe rozwiazanie nadeslal J. Lazuka, natomiast dwa inne

przyslane roz~wia~ania zawieraly identyczny blad: Autorzy korzystajac z prawa indukcji
w postaci :f E . dl = -di[> / dt uwzglednili w pochodnej strumienia po prawej stronie zmiane
pola powierzchni objetej torem krazacego ciala. Jest to nieporozumienie, gdyz wirowe pole

elektryczne zalezy od zmian B, a nie od jakichkolwiek parametrów zwiazanych z ruchem ciala

(oczywiscie, przy zalozeniu, ze jego wlasne pole mozna pominac).

Zadanie 216. [Wielkosc napisu na powierzchni Ziemi, który

mozna odczytac z satelity] (WT = 2,32; LPR = 3). Jak pisze

A. Idzik, "zgodnie z zasadami pisma technicznego stosunek

szerokosci liter do ich wysokosci wynosi 4:7" , zatem celowe

byloby uzycie teleskopu o zwierciadle eliptycznym w celu

dopasowania zdolnosci rozdzielczej w pionie i w poziomie!

Ten niezwykle oryginalny pomysl nalezaloby niezwlocznie

opatentowac i za ciezkie pieniadze sprzedac CIA ... Pozostale

dwa prawidlowe rozwiazania (niestety, calkiem banalne)

nadeszly od P. Gworysa i J. Lazuki.

Zadanie 218. [Glosnik pod klosz.em pompy prózniowej

- jakie powinno byc cisnienie, aby oslabic dzwiek o 20 dB?]

(WT = 2,50; LPR = l). Pan A. Idzik wzial tu pod uwage

zaleznosc od cisnienia wspólczynników transmisji i odbicia

fali na styku miedzy gazem a scianka. Ale dzwiek odbity

pada ponownie na scianke klosza, wiec, jesli mozna pominac

absorpcje, efekt ten nie powinien miec znaczenia.

Zadanie 220. [Zaprojektowac "czarne skrzynki", na których

napiecie sie zmienia w zadany sposób przy polaczeniu

szeregowym] (WT = 2,80; LPR = l). Schemat zaproponowany

w Delcie 9/1996 nie byl jedynym rozwiazaniem i nawet

poprzestajac tylko na elementach R i C mozna bylo przyjac

inny, np. wedlug pomyslu A. Surmy (zob. rysunek, gdzie

R ~ T; pomylka zostala poprawiona). Jeszcze wiecej mozliwosci

otwieralo sie po dopuszczeniu elementów L - niestety, próby

niektórych Czytelników nie zostaly dobrze opracowane.

R3R2R

Zadanie 210. [Wyznaczyc cieplo wlasciwe substancji wrzuconej

do pojemnika zawierajacego element grzejny, gdy dany jest

przebieg czasowy temperatury] (WT = 2,20; LPR = 4).

Byc moze, niewielkie przesuniecie kolorów na wykresie

wydrukowanym w Delcie sprawilo, ze A. Gawryszczak,

P. Gworys i A. Idzik otrzymali liczbowa wartosc c nieco

nizsza od podanej w rozwiazaniu "wzorcowym". Ciekawsza jest

rozbieznosc wyniku J. Lazuki, który przyjal, ze o wymianie

ciepla z otoczeniem decyduje promieniowanie i w zwiazku

z tym tempo odplywu ciepla do otoczenia jest proporcjonalne

do róznicy czwartych poteg temperatury absolutnej. Trudno

rozstrzygnac, czy w praktyce to zalozenie sprawdziloby sie lepiej

od najprostszego (w którym przyjmuje sie proporcjonalnosc

do róznicy temperatur), ale powinno ono dac wartosc c równa

okolo 430 J / (kg·K), tzn. wieksza od podanej. Poniewaz

p. Lazuka otrzymal znacznie mniej, wiec prawdopodobnie

popelnil jakas pomylke rachunkowa·

Zadanie 214. [Zmienne pole magnetyczne przecinajace wnetrze

obwodów oporowych i nadprzewodzacych] (WT = 3,28;

LPR = l). Nawet najbardziej wytrawni uczestnicy Ligi

popelniali tu elementarne bledy. W listach wystepuja

np. terminy "potencjal" i "róznica potencjalów" , które

w wirowym polu elektrycznym nie maja zadnego sensu.

Niektórzy Czytelnicy koniecznie chca sile elektromotoryczna

indukcji jakos "umiejscowic" w obwodzie, albo nawet podzielic

na czesci, co nieuchronnie prowadzi do sprzecznosci. Pan

A. Surma podal trzy odpowiedzi prawidlowe, ale ich

uzasadnienie jest bardzo niekompletne.

Zadanie 206. [Ile wynosi dokladnosc kata uderzenia bili

niezbedna do zapewnienia jej dwukrotnego zderzenia z inna.

bila?] (WT = 2,50; LPR = 3). Przebijajac sie przez gesto

zapisane wzorami strony w niektórych listach chcialoby sie

westchnac - niech uczestnicy maja litosc dla prowadzacego Lige!

Niech rozloza rachunki na etapy, niech czytelnie przedstawia

wyniki czastkowe ... Dobre rozwiazanie nadeslal P. Gadzinski,

a niezle(?) - A. Gawryszczak i J. Lazuka.

13



Zadanie 303. [Wieloscian wypukly, którego kazdy plaski

przekrój jest p-katem lub q-katem (p, q - dane liczby naturalne),

jest czworoscianem] (wspólczynnik trudnosci WT = 3,43;

liczba poprawnych rozwiazan LP R = 5). Dobre rozwiazania

(W. Bednarz, P. Gadzinski, J. Olszewski, L. Skrzypek,

J. Witkowski) nie sa prostsze od firmowego. Nonsensowna

pomylka w sformulowaniu ("katy dwuscienne ostre" - mialo

byc: mniejsze od pólpelnego) zostala na szczescie zignorowana

przez rozwiazujacych.

Zadanie 305. [Rzuty punktu P, lezacego na wysokosci CD

trójkata ostrokatnego ABC, na boki AC i BC sa wspólliniowe

ze srodkami kól: opisanego i wpisanego; znalezc zwiazek

miedzy liczbami h = ICDI, R, r (promienie tych kól)

oraz obliczyc minimalna wartosc ICPI : h] (WT = 2,84;

LP R = 8 (1?)). L. Skrzypek zglasza - i slusznie! - zastrzezenia

do rozwiazania firmowego (lub do sformulowania tresci

zadania). Co to znaczy: "znalezc zwiazek"? Jesli chodzi
o warunki konieczne i dostateczne istnienia punktu P

o podanych wlasnosciach, to nie wystarczy równosc h = R + r,

wyprowadzona w rozwiazaniu firmowym, ale trzeba jeszcze

przeanalizowac zakres dopuszczalnych wartosci badanych

parametrów. Autor zastrzezenia wykonal te mozolna prace

i doszedl do nastepujacego stwierdzenia: w trójkacie o danych

parametrach R, r, h punkt P o podanych wlasnosciach

(i rózny od C) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy h = R + r

oraz ~h ::::R < tv'2 h. Moze nalezaloby uznac te prace za
jedyne poprawne rozwiazanie? Poniewaz jednak slowa "znalezc

zwiazek" moga byc interpretowane jako pytanie o sama tylko

zaleznosc algebraiczna (równanie), uznalismy wielkodusznie,

ze poprawnych rozwiazan bylo osiem (przy okazji "zalapuje sie"

tez rozwiazanie firmowe).

Zadanie 306. [p > 2 - liczba pierwsza; l'k - reszta z dzielenia

kP przez p2; L~:~ rk =?] (WT = 1,00; LPR = 21).
M. Lewandowski rozwaza analogiczne zagadnienie dla

dowolnej liczby nieparzystej p > 2 i dowodzi, ze jezeli w zbiorze

{l, ... ,p-l} jest s liczb podzielnych przez wszystkie dzielniki

pierwsze liczby p, to Lrk = tp2(p-1 - s).

Zadanie 308. [j,g: R .....•R; f rózniczkowalna;

f' = g o f :::} f monotoniczna] (WT = 3,22; LPR = 5).

Tylko S. Gal, J. Olszewski, M. Sawicki, .L. Skrzypek

oraz P. Gadzinski, który zadanie zaproponowal. Wszystkie

rozwiazania podobne do firmowego.

Zadanie 316. [J:R .....•R; xf(x) - yf(y) = (x - y)f(x + y);

f =?] (WT = 2,08; LP R = 7). Bardzo zgrabnie rozwiazal to

równanie P. Gadzinski: trzy kolejne podstawienia

x == U, Y == Vj x == u, y == -v; x == V, Y == -v

daja trzy równania, które dodane stronami (srodkowe ze

znakiem minus) pokazuja, ze

(u + v)f(u - v) = (u - v)f(u + v) + 2vf(0);

teraz wystaczy podstawic u = t(t + 1), v = t(t - 1), aby
otrzymac wniosek, ze f jest funkcja liniowa (oraz sprawdzic,

ze kazda funkcja liniowa jest "dobra").

Zadanie 320. [Maksymalne i minimalne pole trójkata przy

zadanych promieniach R i r kól: opisanego i wpisanego]

(WT = 3,03; LPR = 4). Pan J. Ciach znalazl to zagadnienie

w ksiazce: D. S. Mitrinovic, J. E. Pecaric, V. Volonec, Recent

Advances in Geometrie Inequa/ities, Dord1'echt-Boston-London

1989, Ch. l, Sec. 1.1-1.2, Th. 01; wbrew temu, co sugeruje ty tul

ksiazki, przytoczone w tym rozdziale wyniki pochodza jeszcze

z ubieglego stulecia.

Rozwiazanie firmowe, przez sprowadzenie do równania

szesciennego i badanie znaku wyróznika, bylo zdecydowanie

uciazliwe. Rozwiazanie proponowane przez autora zadania
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(L. Skrzypek) - raczej tez nie lepsze (mnozniki Lagrange'a).

Pozostale dwa rozwiazania (P. Gadzinski, J. Witkowski)

- zgrabniejsze i "bardziej geometryczne" . Zreferujemy w skrócie

rozwiazanie J. Witkowskiego:

Jesli okrag wpisany w trójkat ABC jest styczny do boku AC

w punkcie K, to

pole(6ABC) = (lAKI + IBC!)r = r2ctg (0'/2) + 2Rr sina;

krancowe dopuszczalne wartosci kata a odpowiadaja

sytuacjom, gdy trójkat jest równoramienny (dokladniej, gdy

IABI = IAC!); dowód nie trudny. Po wprowadzeniu zmiennej

x = sin(a/2) przebiegajacej przedzial (XI;X2) o krancach

XI,2 = t(l ± '111- 2r/R), odpowiadajacych tym dwóm
sytuacjom, rutynowe badanie znaku pochodnej otrzymanej

funkcji prowadzi do wyniku:

Smax,min = tv'2 R-I/2(R - [d)(R + r + [d)3/2 ,

gdzie

d=VR2-2Rr, [=+1 dla Smax, [=-1 dla Smin'

Ciekawostka: otrzymane w poszczególnych pracach

ekstremalne wartosci pola sa wyrazeniami "optycznie" calkiem

niepodobnymi, a sprawdzenie, ze sa to w istocie te same liczby,

wymaga nieco wysilku (program DERlVE samodzielnie tego nie

potrafil rozpoznac).

Trójkat o zadanych promieniach R, r i o maksymalnym

polu zawsze jest ostrokatny. Trójkat o minimalnym polu

jest ostrokatny wtedy i tylko wtedy, gdy r > d, czyli gdy

R/r < vI2 + 1. Jesli natomiast r ::::d, wó;wczas - jak oblicza

L. Skrzypek - kres dolny pól trójkatów ostrokatnych wynosi

2Rr + r2.

Warto w tym miejscu przypomniec dawniejsze

zadanie 231 (De/ta 12/1991) [w trójkacie ostrokatnym

(Lcosai)2:::: tV3Lsina;J (trudne! WT = 3,82; ani
jedno z nadeslanych wówczas rozwiazan nie bylo w pelni

zadowalajace; dobre rozwiazanie, rózne od firmowego, ale

tez mocno rachunkowe, przyslal dwa lata pózniej, juz poza

konkursem, P. Gadzinski). Otóz nierównosc z zadania 231

jest równowazna nastepujacej: (*) S:::: t V3 . r (R + r)2 / R

(wzór Herona oraz twierdzenie sinusów plus proste tozsamosci

trygonometryczne). Majac teraz dolne oszacowanie pola S dla

trójkatów ostrokatnych pan Skrzypek dostaje bez wiekszego

trudu dowód nierównosci (*lo a co za tym idzie, rozwiazanie

zadania 231, które zreszta - jak sam wyznaje - bylo dlan

inspiracja do zaproponowania zadania 320. To ostatnie zadanie

mozna wiec uwazac za wzmocnienie zadania 231.

Zadanie 321. [Charakteryzacja par liczb naturalnych

(m,n), dla których ,,(m, n)-kon" jest w stanie osiagnac

kazde pole nieskonczonej szachownicy Z2] (WT = 1,90;

LPR = 10). Uogólnienie (L. Skrzypek) - uklady liczb

naturalnych (nI, ... ,nk), dla których analogicznie okreslony

,,(nI, ... ,nk )-kon" jest w stanie osiagnac kazda komórke

k-wymiarowej szachownicy Zk, sa scharakteryzowane przez

koniunkcje warunków: NWD(nl,"" nk) = 1; suma liczb ni jest

nieparzysta, ale co najmniej jedna z tych liczb jest parzysta.

Zadanie 324. [G - srodek ciezkosci czworoscianu Al A2A3A4

wpisanego w sfere o srodku O i promieniu R; AiKi - cieciwa

przechodzaca przez G:::} L IGK;I-2 ::::4/R2] (WT = 2,50;

LPR = 9). Ogólniej, dla ukladu n punktów Ai na sferze

w przestrzeni k-wymiarowej zachodzi (przy oznaczeniach jak

w zadaniu) równosc L IGKi 1-2 = n/(R2 - IOGI2); wystarczy

bardzo nieznaczna modyfikacja rozwiazania firmowego. Na to

proste uogólnienie zwrócili uwage P. Gadzinski i L. Skrzypek
oraz autor zadania J. Ciach.



Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 1997

-- 335. Na bokach AB i AC trójkata ABC o polu S i obwodzie 2p odlozono

(odpowiednio) odcinki AK, AL o dlugosciach k, l. Pole trójkata AK L wynosi S'.

Udowodnic, ze prosta K L przechodzi przez srodek okregu wpisanego w trójkat ABC

wtedy i tylko wtedy, gdy 2pS' = (k + I)S.

336. Ciag (an) jest okreslony wzorami: al = 3, an+l = a; - 2 dla n 2': 1. Dowiesc,

ze kazdy jego wyraz jest równy ilorazowi pewnych dwóch wyrazów ciagu Fibonacciego

(okreslonego wzorami: Ul = U2 = l, Un+2 = Un + Un+l dla n 2': l).

Redaguje Marcin E. KUCZMAZadania z matematyki nr 335, 336

44,•

Rozwiazanie zadania F 446.

Przyjmijmy konwencje dotyczaca znaku I:

I > O,gdy punkt A znajduje sie wewnatrz
pólsfery tworzacej zwierciadlo, i 1 < O,

gdy punkt A znajduje sie na zewnatrz tej
pólsfery.

Dlugosc drogi optycznej A P B jest równa

D = AP+BP =

= VI2+R2_2IRcosO+R.

Dla ustalonej wartosci I jest to funkcja

jednej zmiennej O. Rózniczkujac
otrzymujemy

dD(O) _ IRsinO

dO - ";12 + R2 - 21R cos O

Przyrównujac te pochodna do zera

otrzymujemy O = O.Druga pochodna
obliczona w punkcie O = Oma wartosc

d2D(O) I _ IR~ 8=0 - R-I'
Wynika stad, ze jest ona dodatnia dla

1 > O,ujemna dla 1 < Oi zerowa dla 1 = O.

Punkty lezace na osi optycznej wewnatrz

pólsfery odpowiadaja minimum drogi
optycznej, na zewnatrz pólsfery
- maksimum drogi optycznej. Punkt
A = B odpowiada stacjonarnej drodze

optycznej. W tym ostatnim przypadku
dD(O) ..

pochodna --- zmka me tylko dla
dO

O = O,ale dla wszystkich wartosci kata O.

Rozwiazania zadan z numeru 10/1996

Przypominamy tresc zadan:

327. Rozwazamy wielomiany postaci x4 + ax3 + bx + c, majace cztery pierwiastki rzeczywiste.
Wyznaczyc wszystkie mozliwe wartosci iloczynu ab.

328. Zbiór Z zawarty w plaszczyznie ma nastepujaca wlasnosc: dla kazdego punktu P E Z liczba

punktów Q E Z spelniajacych warunek IPQI = rwynosi:

2 gdy O< r < l ; l gdy r = l ; O gdy,' > l .

Czy zbiór Z musi byc okregiem?

327. Przyjmijmy, ze wielomian F(x) = x4 + ax3 + bx + c ma cztery pierwiastki

rzeczywiste i przypuscmy, ze a > O. Na mocy twierdzenia Rolle'a wielomian pochodny

F'(x) = 4x3 + 3ax2 + b ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Badajac znak F" stwierdzamy, ze F'

jest funkcja rosnaca w przedzialach (-00; -a/2) i (O;00), a malejaca w przedziale (-a/2; O);

wartosc F'(O) = b nie moze wiec byc dodatnia. Zatem jesli a > O, to b:S o. Analogicznie

wykazujemy, ze jesli a < O, to b 2: o. Wniosek: ab :S o.

Przyklad wielomianu F(x) = x(x - r)(x - 2r)(3x + 2r) = 3x4 - 7rx3 + 4r3x (gdzie r jest

dowolnie ustalona liczba rzeczywista) pokazuje, ze wartosc iloczynu ab, w tym przypadku

równa - 28r4, moze byc dowolna liczba niedodatnia.

328. Niech ABC bedzie trójkatem równobocznym o boku dlugosci 1/2. Kreslimy luk

okregu o srodku A i promieniu 3/4, wyznaczony przez pólproste AB- i AC-, oraz luk

okregu o srodku A i promieniu 1/4, wyznaczony przez pólproste BA- i CA-. Kreslimy

tez analogicznie okreslone luki okregów o srodkach w punktach B i C (rysunek). Suma

tych szesciu luków jest zbiorem majacym wymagana wlasnosc; proste sprawdzenie (którego

szczególy pominiemy) wymaga rozpatrzenia trzech przypadków: gdy P jest punktem

wewnetrznym jednego z trzech wiekszych luków, jednego z trzech mniejszych luków, oraz gdy

jest jednym z szesciu punktów "klejenia".

Czytelnicy pamietaja czasy, nie tak znów odlegle, kiedy to trzeci w danym roku numer

Delty - a wiec nominalnie numer marcowy - pojawial sie w sprzedazy w polowie maja.

Uczestnicy ligi mieli na rozwiazywanie zadan czas do konca czerwca (formula n + 3);

"firmowe" zas rozwiazania mogli obejrzec w numerze lipcowym (n + 4), który do

kiosków trafial gdzies we wrzesniu.

Tempora mutantur, teraz numer wrzesniowy kupuje sie we wrzesniu, a bywa,

ze i w ostatnich dniach sierpnia; stad tez zmiana terminu przysylania rozwiazan

z n + 3 na n + 2 w szóstym punkcie Regulaminu. Ale, jak to ze zmiana byc musi,

od momentu zauwazenia jej potrzeby do jej efektywnego pojawienia sie w drukowanym

Skrócie regulaminu minelo pare miesiecy (cykl produkcyjny Delty). I oto stala sie rzecz

zabawna: zamiast wlasnych rozwiazan mozna bylo przez te kilka miesiecy przysylac

odsylacze do literatury (por. Regulamin, p. 11), mianowicie do czasopisma Delta,

do rozwiazania firmowego w numerze, który pojawial sie w sprzedazy jeszcze przed

uplywem terminu wysylki.

Gdyby ktos tak uczynil, otrzymalby maksymalna ocene (jesli tylko rozwiazanie

firmowe nie mialo bledów); byloby to zagranie pelne wdzieku. Jak natomiast

wygladalo zagranie kompletnie wdzieku pozbawione? Mlody uczestnik ligi z duzego

miasta wojewódzkiego na pólnocy Polski po prostu przepisal rozwiazania zadan

z numeru 12/1995 (przedstawil sie jako uczen trzeciej klasy liceum - czy nie mialo byc:

podstawówki?). Miesiac pózniej podobnie postapil z kolejna seria zadan mieszkaniec

malej miejscowosci z Dolnego Slaska. Dzieci kochane! przeciez mozna bylo uzyc

kserokopiarki, wysilek mniejszy, a pelne punkty i tak leca.

A swoja droga, dobrze, ze Delta ukazuje sie terminowo; oby tak bylo nadal. ..

W dorocznym omówieniu, jak zwykle, przedstawiamy znalezione przez Czytelników

rozwiazania zgrabniejsze od firmowych, a takze interesujace komentarze i uogólnienia,

oraz odnotowujemy te zadania, gdzie poprawne rozwiazania byly bardzo nieliczne. Raz

i drugi bijemy sie w piers z powodu usterek w sformulowaniach.
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