Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delly

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesigea n + 2. Szkice

rogwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch

lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktdéw, w dowolnym czasie

® lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadai z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
e do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdélczynnik trudnoéci danego zadania:
o WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbg osdb,
. ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponewnego udziatu, Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 319 (W1T'=1,20), 320 (WT=3,03),
321 (WT=1,90) i 322 (WT=1,60)
z numerdw 4 1 5/1996
Krzysztof Zapisek - Warszawa 39,12

Leslaw Skrzypek - Rzeszdw 38,45
Piotr Zmijewski - Ladg 37,71

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Termin nadsylania rozwiazai: 31 III 1997

Zadania z matematyki nr 333, 334
Redaguje Marcin E. KUCZMA

333. Zbiorem ,klubowym” bedziemy nazywali 44-elementowy zbiér K liczb

Czoldéwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 219 (WT=3,30) i 220 (WT=2,80) 11,2,3,...,1997}7
z numeru 5/1996

catkowitych majacy nastepujaca wlasnosé: suma liczb w kazdym niepustym podzbiorze
zbioru K jest niepodzielna przez 45. lle jest zbioréw klubowych zawartych w zbiorze

Jareslaw Eazuka - Warszawa 43,06 e e ; = 1 n ko oy o

Aleksander Surma - Myszkéw a1,92 334, Dla kazdej liczby naturalnej n szereg Z e (——) jest zbiezny. Oznaczmy
Przemyslaw Gworys - Czestochowa 35,06 3 T + k n + 1

Przemyslaw Gadzinski - Sroda S1 29,858 k=0

Andrzej Idzik

- Bolestawiec 2150 jego sume przez S,. Dowiesé, ze istnieje skoficzona granica lim S,.

N—00

Zadanie 334 zaproponowal pan Marcin Kasperski z Warszawy.

A

W
(W=N)

B c

325. W tréjkacie AK L prowadzimy wysokosé AW oraz
dwusieczna Al kata A; punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego
w trojkat ABC. Zachodza proporcje:
|[KP|  |IK| _ |1L| _ |LQ|
|[KW| — |AK| ~ |AL| — |LW|’
dwie skrajne réwnoéci wynikaja z podobienstw tréjkatdw
prostokatnych ATKP ~ AAKW oraz ATLQ ~ AALW,
a érodkowa réwnosé jest tredcia twierdzenia o podziale boku
tréjkata przez dwusieczna. Zatem
_IKWI-ILQI _ IKW| |LQI |AP|
T KP-LW| ~ WI| 1Q4| |PK]
(bowiem |AF| = |AQ|) i na podstawie twierdzenia Cevy
wnosimy, ze punkt przecigcia odcinkéw K@ i LP, czyli punkt S,
lezy tak#ze na odcinku AW. Stad wniosek, ze punkt W pokrywa
sie z N. Punkt ten, jak réwniez punkty P i @, leza na okregu,
ktérego srednica jest odeinek Al. Wpisane w 6w okrag katy
PNAiQNA, oparte na przystajacych lukach AP i AQ, sa
réwne. Skoro zag S lezy na odcinku AN, otrzymalismy réwnosc,
ktdéra trzeba bylo wykazac.
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Rozwiazania zadani z matematyki z numeru 9/1996
Przypominamy tres¢ zadan:

325. Okrag wpisany w tréjkat ostrokatny ABC jest styczny

do bokéw AB i AC odpowiednio w punktach P i Q. Prosta
przechodzaca preez jego drodek | réwnolegla do boku BC przecina
boki AB i AC odpowiednio w punktach K i L. Odcinki K@ i LP
przecinajg sie w punkcie 5. Odcinek SN jest wysokoscig w tréjkacie
K LS. Dowieé, ze LPNS = LQNS.

326. Udowodnié, ze dla liczb o, 3 € (=7 /2, 7/2) zachodzi
nierdawnosdé
1 — sin e 1+ sing

in

= 2
—— . In - bl (R o 1 T
1 —sing 14 sino

326. Mozna zalozy¢, ze o < 3 (obie strony danej do
udowodnienia nierdwnosci zachowuja swa wartosé przy zamianie
a i 3 miejscami). Dla kazdej pary funkcji ciaglych na dowolnym
przedziale (a;b) zachodzi nierdwnosc Cauchy’ego-Schwarza

b 2 b b
(C8) (/ f(ﬂg(.z":}clz:) g] f(w]de</ g(z)? da.

Przyjmijmy: a = sina, b = sin3 (zatem —1 < a < b < 1) oraz

flz) =1/V1 ==z, g(z) = 1//1 + z. Wéwczas

b 2
dx
Lewa strona (CS) = (/ —-—-) =
G| WAL o2

= (arcsinb — arcsina)? = (8 — o)?,

b b
d _
Frawa strona (CS):/ dr / I' =ln1 = <In - +b;
. 1—=z . 14z 1—b 14a
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Rozwigzanie zadania M 795,
Dlal>x >y >0 mamy f(z)=

=Sz —y)+y) 2 fle—y)+ Fly) > Fly)
co dowodszi, ze funkeja f jest niemalejaca.

Skore f(0) = f(040) > f(0)+ f(0),
to 0 > f(0) > 0, czyli f(0) = 0. Teza
jest prawdziwa dla x € (3, 1], bo wtedy
f(x) < f(1}) =1 £ 2z. Takze dla

z € {ﬁ :,%] gdzie n jest dowolng
liczbg naturalna, mamy

| 1
flz) = E[.Jrl'-l'] + fi{z)) £ Sf(22) <

NN AN N
=

Zadania z fizykinr 231, 232 Redaguje Jerzy B. BROJAN

231. Jacek siedzi na lekkiej hustawce w odlegloéci 2 m od punktu podparcia, a Marek

zeskakuje z pewnej wysokoéci na drugie ramie hustawki. W jakiej odleglosci od punktu
podparcia powinien zeskoczyé¢, aby Jacek wzbil sie jak najwyzej? Marek wazy trzy razy
wigcej od Jacka, a hustawka jest doskonale sprezysta.

232. Na rysunku 1 przedstawiona jest charakterystyka diody tunelowej w kierunku
przewodzenia. Diode t¢ wlaczono w obwéd zawierajacy #rédlo napiecia £ i cewke

o indukcyjnodci L (rys. 2), przy czym warto$é napiecia £ lezy w opadajacym obszarze
charakterystyki (zostala zaznaczona na rys. 1). Opisa¢ jakoéciowo procesy zachodzace
w obwodzie po zamkniecin klucza.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1996

Przypominamy tresé zadai:

223. Na powierzchni wody plywa:

a) prostopadloécian o krawedziach a, b i A, przy czym krawedz h jest pionowa.

b) walec o promieniu r i wysokosci (pionowej) h,

c) stozek o kacie rozwarcia 2o i wysokoéci h, podstawa do géry.

Jesli wszystkie bryly sa jednoradne, to jakie warunki musza spetniaé gestosé p oraz wymienione
parametry, aby w tej pozycji réwnowaga byla stabilna, tzn. aby po malym wychyleniu bryla
powracala do pozycji poczatkowe)?

224. Punktowe Zrédlo swiatla 5 odwietla ekran F (rys. 3). Czy wstawienie miedzy 2rédlo a ekran
plaskoréwnaoleglej plytki szklanej spowoduje wzrost natezenia odwietlenia srodkowej czeéci ekranu
(okelicy punktu A), czy spadek, czy tez natezenie odwietlenia nie zmieni sie? Jedli wystapi zmiana,
to czy bedzie ona silniejsza, gdy plytkg o ustalonej grubosci wsuniemy blizej 4rédta, czy blize]
ekranu? Zakladamy, ze plytka jest pokryta warstwa przeciwodblaskows eliminujaca odbicie, a szklo
jest doskonale przezroczyste.

223. We wszystkich trzech przypadkach érodek masy bryly znajduje sie ponad érodkiem
masy czesci zanurzonej ~ oznaczmy te punkty przez S i S:, a réznice wysokosci przes d.
Gdyby wigc czes$é zanurzona nie zmieniala ksztaltu, to przy przechyle o maly kat £ punkt S.
przesunalby si¢ w poziomie wzgledem S o odcinek ed, przy czym moment powstalej pary

sit mialby zwrot poglebiajacy przechyl. Stabilnodé pozycji pionowej moze wystapié tylko
wtedy, gdy wskutek zanurzenia si¢ pewnej czesci bryly po jednej stronie (oznaczmy te czedé
przez (1) i wynurzenia po drugiej érodek masy czesci zanurzonej przesunie si¢ W poziomie

o odcinek Az dluzszy od ed. W obliczeniach bedziemy uwzgledniaé tylko wyrazy pierwszego
rzedu wegledem . W tym przyblizeniu przechyl mozna uznaé za obrét wokdl osi ,lezacej na
powierzchni wody” i przecinajacej prosta 5.5, a obie czedci Q (zanurzona i wynurzona) — za
ycienkie” i identyczne. Wielkoéé Ar wyznaczamy ze wzoru

2.[ zdV 2r¢ m AV
Lol = E .
V: Vz
gdzie V: jest objgtoscia czedci zanurzonej (wprowadémy tes oznaczenie glebokodei
zanurzenia h:), AV - objetodcia jednej z czedei 2, a z¢ ,, — odleglodcia drodka masy Q od osi
przechylu. Dalsze obliczenia przeprowadzimy oddzielnie dla kazdego przypadku.

A

a) Znajdujemy V. = abh:, h: = ph (symbolem p bedziemy oznaczaé stosunek gestosci bryly do
gestosci wody), d = (h — h2)/2 = (1 — p)h/2. Jesli prostopadlodcian przechyla sie obracajac
wokol osi réwnoleglej do krawedzi a, to (1 jest klinem (w przyblizeniu wycinkiem walca)

o wysokodci b/2 i objetosci AV = (1/2)a(b/2)%, a érodek masy Q lezy — tak jak w praypadku
tréjkata — w odleglosci 2/3 wysokoéci od krawgdzi klina. Zatem x4 ,, = b/3 i obliczamy

Az = (1/12)b%e/(gh), a warunek Az > ed sprowadza sie do

b> hy/6o(1 - g).

Oczywidcie, ten sam warunek musi spelniaé takse parametr a.

b) Wzory na h: i d sa takie, jak w przypadku a), natomiast V. = wr2h,. Na rysunku 4
widzimy, ze Q) jest tym razem w przyblizeniu klinowym wycinkiem kuli, a objetoéé AV jest
proporcjonalng do £ czeicig objetodel kuli: AV = (2/3)er®. Aby znalezé polozenie érodka masy
takiego wycinka, trzeba wyliczy¢ odpowiednia calke — otrzymujemy Tg . = (37/16)r, a dalej
Az = (1/12)r%c/(ph). Warunek réwnowagi ma postaé podobna do poprzedniej:

5 r > hy/6o(1 - p).
1 1
< —fldx) € ... € —f(2"r) < : % L% s .
= 4 fl4z) = = gn H27z) < c) Teraz h, = ho'/?, a poniewaz érodek masy stozka jest w odleglodci (3/4)h od wierzcholka,
< Xy L <oy wiecd=(3/4)h(1- 0'/?). Wartosci AV iz, wylicza sie tak, jak w punkcie b),
— 2R AT z tym ze promien r naley zastapié przez r: = h: tgo. Stad Az = (3/4)ch, tg? o, a po
natomiast dla & = 0 teza zadania jest przeksztalceniach znajdujemy warunek réwnowagi

aczywista

£

Rozwiazanie zadania M 796. Nie.

Za kontrprzyklad moze stuzyé funkcja
a T 1
f(z) = 0 daxe [U; 11,
: 1 dlare€(3,1]

t323>g_”3—1.

224. Niech odleglosé Zrédla od ekranu wynosi r, a grubosé plytki — d. Rozwazmy wiazke
swiatla wybiegajaca ze #rédla pod katem wzgledem osi nie przekraczajacym malej wielkodci e
(wewnatrz stozka o kacie rozwarcia 2¢). W nieobecnodci plytki wiazka ta oswietli na

ekranie kolo o promieniu er. Po wsunieciu plytki promienie ulegna zalamaniu i przesuniegcin
réwnoleglemu; wewnatrz plytki skrajne promienie wiazki beda biegly pod katem & < « do osi
(w przyblizeniu malych katéw § = £/n, gdzie n — wspélezynnik zalamania szkla). Widzimy,
ze promieri kola oéwietlonego przez wiazke zmaleje do wartodci e(r — d) + 64, czyli natezenie
oswietlenia odpowiednio wzroénie. Efekt ten nie zalezy od polozenia plytki.
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