Owale, liscie, spirale

By oszczedzié zainteresowanym Czytelnikom klopotu z wertowaniem indekséw,
spisow tresci i zakurzonych kartek opastych podrecznikéw dwuwymiarowej
geometrii analitycznej i rézniczkowej, opowiemy krétko o tych krzywych
ptaskich, ktérych nazwy pochodza od nazwiska Kartezjusza.

Zacznijmy od liscia Kartezjusza. Ta nazwa okresla sie zwykle krzywa o réwnaniu
2 + 3® = 3azy,

gdzie a jest ustalonym parametrem. Mdj szescioletni syn twierdzi, ze lisé

Kartezjusza bardziej przypomina rybke niz lié¢. O takie skojarzenie nietrudno,

gdy na rysunku razem z lisciem widaé jego asymptote. Réwnanie tej ostatnie]

najproéciej znalezé, kladac w réwnaniu liscia y = ¢z 1 przechodzac do réwnan

Rys. 1. Lidé Kartezjusza z® 4 y3 = 3azy parametrycznych,

i jego asymptota z + y + a = 0; pola obu at at? 4 7& .
A 3 r=—— - — =1.
zakreskowanych obszaréw sg rowne. 1+ PER Yy 1+ 3
ida¢ z ni inie, ze oo wtedy 1 tylko wtedy, gd 00
Lis¢ Kartezjusza jest cissoidq elipsy, Wida¢ z nich ‘Wyra'znle’ z¢ _“’:t_ 9 Y . Y Y, gdy y._.) Foo,
tzn. dla odpowiednio polozonych a w dodatku jest tak dla wartosci ¢ = £ dazacych do —1. Stad juz tylko
elipsy i prostej o réwnaniach prosty rachunek dzieli nas od stwierdzenia, ze asymptota liscia ma réwnanie

parametrycznych ry(#) = (z1(8),y1(8)) _ . " il e 0
(g8} = (z;;(ﬁ‘),y;(e)), o Ktridk § jeat x4 y+a = 0. Wykorzystujac parametryczne réownania liscia Kartezjusza

katem biegunowym, krzywa o réwnaniu  110ZNa takze udowodnié (polecamy 130 ¢wiczenie wielb.icifelom c:atlkowa.?lia f:unkcji
r(8) = ra(8) — r1(8) to whasnie ligé wymiernych), ze pole obszaru ograniczonego petelka lidcia w pierwsze) éwiartce
Kartezjusza. uktadu wspélrzednych jest réwne polu nieograniczonego paska lezacego miedzy
dwoma ogonkami liscia 1 jego asymptota.

Kartezjusz, ktéry studiowal rozmaite whasnoéci liscia w 1638 roku, blednie
sadzil, ze widoczna w pierwsze) ¢wiartce ukladu petelka liscia powtarza sie
w innych ¢wiartkach. Jego poglad podzielat Roberval, ktéry nawet uzywat
nazwy fleur de jasmin (kwiatek jaSminu). Doéé trafna, uzywana niekiedy
po francusku, nazwa liscia Kartezjusza to noeud de ruban (dosl. kokarda ze
wstqzki).

Duzo ciekawsze od lidcia sa tzw. owale Kartezjusza. Tak nazywa sie zbidr tych
punktéw plaszezyzny M, ktoérych odleglosci dy = M Fy 1dy = M F5 od dwéch
zadanych punktéw Fj i F5 spelniaja zaleznoéé
(1) di+mds = a
Rys. 2. Rodzina owali Kartezjusza dla (m i a sa tu ustalonymi parametrami rzeczywistymi). W ogdlnym przypadku
REGELR R AROL LRGRBIERONL 71 zbiér takich punktéw M sklada sie z dwéch owalnych krzywych (rys. 2).
z wyrdznionym slimakiem Pascala.
Kazdy widzi, ze dla m = £11i a > Fy Fy > 0 otrzymujemy
M jako przypadki szczegdlne elipse oraz hiperbole. Kazdy
tez moze sprawdzi¢, ze we wspdlrzednych kartezjanskich
B owale Kartezjusza opisane sa réwnaniem

2
((1 - m2) (a:z + y2) +2dm?z + a® — dzmz) =

e (:r:2+y2) ,
‘gdzie d jest odlegloécia punktéw Fy i Fy. W kolejnym
przypadku szczegdlnym, gdy m = a/d > 1, wewnetrzny
owal dotyka zewnetrznego, a réwnanie (2) opisuje

tzw. slimak Pascala albo inaczej konchoide okregu,

krzywa, ktéra mozna wykorzystaé do przeprowadzenia
trysekeji kata (Mata Delta 11/1996).

r1 d) dz 2

2)

Réwnowazne okreslenie owali Kartezjusza podal Newton.
Mianowicie, owale Kartezjusza s zbiorem tych punktéw
plaszezyzny M, dla ktérych stosunek odlegloéci od
dwéch danych okregéw jest staly (rys. 3). Istotnie, jesli
% = const = ¢, to wtedy %‘2:—;; = ¢, czyli rownowaznie
dy + (—c)d2 = ry — cry. Jeszeze 1nna definicje owali
Kartezjusza podat Chasles (czyt. Szal). Wezmy dwa
okregi o érodkach i promieniach odpowiednio Fy, Fy oraz
Rys. 4. Definicja Chaslesa owali Kartezjusza. r1, r2 oraz dowolny punkt N na prostej FyFs (rys. 4).
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Samodzielny dowdd faktu, ze definicja
Chaslesa okresla istotnie owale
Kartezjusza, polecamy jako ciekawe
zadanie milosnikom kacika olimpijskiego
znajacym twierdzenie Menelaosa.

Rys. 5. Proste t i n to odpowiednio
styczna i normalna do krzywej

w punkcie M(xz,y) € ¥, « to kat padania
promienia Fy M, a § - kat zalamania.

\ .

Rys. 6. Tréjzab Newtona, czyli parabola
Kartezjusza.
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HRys. 7. Spirala réwnokatna (lub inaczej
logarytmiczna) r(f) = a exp(f ctg «);

o jest parametrem, a r i # to
w?élrz%ine biegunowe. Mamy

B?% = OA = ... = const, a pélprosta
o poczatku w punkcie O przecina spirale
(zawsze) pod katem a.

7 punktu N prowadzimy siecznq, ktora przecina dane okregi w punktach A, A
B, B;. Lacczqc punkty A; 1 Az Fy oraz Bi1 By z Fy otrzymu_]emy cztery proste
przecmajqce sie w punktach M, M, Ms, M3. Gdy deZlemy zmienia¢ polozenie
siecznej poprowadzonej z punktu N, to punkty M, M;, My 1 M3 poruszaé sie
beda wtasnie po jednym z owali Kartezjusza.

3

Sam Kartezjusz natrafil na owale poszukujac tzw. krzywych aplanatycznych.
Sa to krzywe vy oddzielajace dwa osrodki optyczne i majace te whasnoéé,

ze promienie $wietlne wychodzace z ustalonego punktu F; w jednym osrodku,
po zalamaniu na granicy osrodkéw, na krzywej v, skupiaja sie w ustalonym
punkcie F, w drugim oérodku. Okazuje sie, ze owale Kartezjusza sa krzywymi
aplanatycznymi.

Aby 6w fakt udowodnié¢, wprowadzmy oznaczenia takie, jak na rysunku 5. Niech
w szczegolnoscl o = § — ay bedzie katem padania promienia wychodzacego

z Fy, B = 5 — B za$ katem zalamania tego promienia. Wykazemy, ze gdy vy
jest owalem Kartezjusza, to stosunek sin a/sin 3 jest staly (tak, jak kaze prawo
Sneliusa zatamania §wiatta). Zgodnie z réwnaniem (1) mamy

dy; + mdy = const,,
gdzie dy = M Fy, ds = M F5. Rézniczkujac, dostajemy stad réwnanie
d} + md,y = 0 (primy oznaczaja tu rézniczkowanie wzgledem dlugosci tuku s).
Zauwa.z'my teraz, ze d} = sina, d} = sin 3. Przyjmijmy bez zmniejszenia
ogdlnosci, ze F1 = (0,0). Wtedy

K ! 4
(3) ’1:(~/x2+y2) godd YUY
" ,.-"$2 + yﬂ
Po prawej stronie wida¢ wyraznie iloczyn skalarny dwéch wektoréw. Jeden
z nich jest réwnolegly do FiM = [z, y] i ma dlugosé 1, drugi — to wektor [2', y/].
Kladac r = [z, y] 1 wykorzystujac odpowiedni wzér redukeyjny, przepisujemy
réwnanie (3) w postaci

di v/ = cos £(r,1’) = cosa; =sina

(trzeba tylko jeszcze pamlgtaé, ze wektor predkosei »' krzywej
sparametryzowanej dlugoscia tuku ma dlugoéé 1). Analogicznie wykazujemy,
ze dy = sin #. Stad juz natychmiast wynika, ze

sinee dj

: = — = —m = const .
sing@ dj

Warto wspomnie¢ jeszeze o paraboli Kartezjusza zwanej takze czasem

trojzebem Newtona. Nie jest to wcale parabola, lecz krzywa o réwnaniu

zy = az® + bz? + cz + d. By ja ujrzeé, wystarczy narysowaé wykres sumy
funkcji kwadratowej i funkcji y = d/z, albo, méwiac inaczej, dodaé parabole

1 hiperbole (patrz rys. 6, na ktérym przy pewnej dozie dobrej woli mozna
istotnie zobaczy¢ tréjzab). Wedle Newtona, Kartezjusz wykorzystywal te krzywa
w swych konstrukcjach pierwiastkéw réwnan wielomianowych.

Kartezjusz studiowal takze inne krzywe. W 1638 roku rozpatrywal ciekawa
spirale (tzw. réwnokatna lub logarytmiczna) o réwnaniu r(f) = a exp(f ctg o)
(patrz rys. 7, ktéry ttumaczy nazwe; o jest ustalona liczba, a r i 8 to
wspoélrzedne biegunowe). Jakub Bernoulli nazwal te krzywa spira mirabilis

i chcial mie¢ ja wyrzezbiona na swym grobie w Bazylei. Dhugoéé tuku spirali od
érodka uktadu wspéirzednych do punktu P, lezacego na niej w odlegloéci d od
srodka uktadu, jest skonczona i réwna sie d/ cos e,

Kartezjusz interesowal sie¢ tez wlasnosciami cykloidy (jest m.in. autorem
konstrukeji stycznej do tej krzywej). Gdy dumny Roberval donidst mu w lidcie

o swym wzorze na pole pod tukiem cykloidy (37r?, gdzie r jest promieniem kota,
ktérego punkt zakredla cykloide), Kartezjusz odpisal, ze wynik

jest tadny 1 nie zauwazylem go wczesniej, lecz dowdd nie sprawithy
trudnosci zadnemu Srednio zrecznemu geometrze.

Nam wszystkim pozostaje wybaczyé Kartezjuszowi zgryzliwo$é i mieé
nadzieje, ze tez zostalibySmy uznani za zrecznych, choé moze tylko srednio.
Pawet STRZELECKI
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