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Rys. 1. Funkecja ciagla z odcinka [0, 1]
w R z przeliczalna liczbg punktdw
nierézniczkowalnosei.
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Rys. 2. Krzywa Bg, krzywa B; (kolor)
i fragment krzywej By (czarny).

Zwariowane funkcje

Janusz OLSZEWSKI

Czytelnicy Delty wiedza zapewne, ze funkcja, ktéra w pewnym punkcie
przedzialu ma pochodna, jest w tym punkcie ciagla. Fakt odwrotny nie
jest prawdziwy. Latwo podaé stosowny przyklad: funkcja f(z) = |z| jest ciagla
na calej prostej rzeczywistej, ale w punkcie = 0 nie ma pochodnej. Ogdlnie,
dowolna funkcja nie jest rézniczkowalna w tych punktach, w ktérych jej wykres
ma ,dziobki”. Korzystajac z te] obserwacji, nietrudno skonstruowaé funkeje
ciagla na odcinku (powiedzmy [0, 1]), ktéra ma nieskonczong liczbe punktéw
nierézniczkowalnosei (patrz rys. 1).

Wszystkie przyktady funkeji ciaghych, jakie podpowiada nam intuicja, sa

w ,wiekszoéci” punktéw rézniczkowalne. Niemniej jednak istnieja zwariowane
funkcje ciagte, ktére sa nierdzniczkowalne w kazdym punkeie. Historia ich
odkrycia jest dtuga i obfituje w wiele niespodzianek.

Matematycy w XVII i XVIII wieku nie interesowali sie pytaniem o istnienie
pochodnej zadanej funkeji f(z), tylko po prostu f'(z) obliczali — co prawie
zawsze im sie udawalo. Jedna z pierwszych swiadomych préb dowodzenia
ogodlnych twierdzen w rachunku rézniczkowym byta praca Ampére’a z 1806 roku,
poswiecona teorii ,dowolnych” funkeji. Ampére udowodnil w niej, ze dowolna
funkeja, niekoniecznie ciagla, ma pochodna w kazdym punkcie swojej dziedziny,
z wyjatkiem niektérych wyjatkowych i izolowanych” wartosci argumentu.

Wiara w wynik Ampére’a przez dlugi czas (okolo 70 lat) byta tak wielka,

ze z chwila wprowadzenia przez Cauchy’ego w 1821 roku pojecia funkeji

ciaglej pojawily sie natychmiast wnioski z twierdzenia Ampére’a, dotyczace
istnienia pochodnej funkeji ciagtej (formulowali je m.in. L. Raabe, S.F. Lacroix,
E. Galois, J.M.C. Duhamel, C. Freycinet, J. Bertrand, J.A. Serret, R. Rubini).
A gdy dodamy do tego, ze nawet po opublikowaniu pierwszych przykladdéw
funkeji ciaglych nigdzie nierézniczkowalnych ukazywaly sie ,,dowody” twierdzen
typu Ampeére’a (wéréd ich autoréw wspomnimy tylko Bertranda, Garceta

1 Konigsbergera — ucznia Weierstrassal), to i tak nie uzyskamy pelnego obrazu
tego, jak gleboko w ludzkiej swiadomosci zakorzenione byly wezeéniejsze
poglady.

Pierwszym matematykiem, dla ktérego bylo calkowicie jasne, ze ciagloéé nie
implikuje rézniczkowalnosei, byl zapewne czeski duchowny i filozof Bernard
Bolzano. Okoto 1830 roku, w rekopisie, ktéry odnaleziono i opublikowano prawie
sto lat pdzniej, Bolzano nie tylko zaznacza, ze oba pojecia sa slabo zwiazane,
lecz konstruuje przyktad funkeji ciaglej i dowodzi jej nierézniczkowalnoéci

na gestym podzbiorze przedzialu (Bolzano uwazal, ze w pozostatych

punktach przedzialu jego funkcja jest rézniczkowalna). Definicja Bolzano jest
geometryczna i opiera sie na nastepujacej podstawowej operacji.

Niech PQ (krzywa Bg) bedzie odcinkiem nachylonym pod katem ostrym do
osi OX (patrz rys. 2). Podzielmy go punktem M na polowy, a nastepnie kazdy
z odcinkéw PM i MQ podzielmy na cztery réwne czesci. Punkty podziatu
oznaczmy Pi, Pa, P3iQ1, Q2, Q3. Niech Pj bedzie odbiciem P3 wzgledem
prostej poziomej przechodzacej przez M, a Q4 — odbiciem Q3 wzgledem prostej
poziomej przechodzacej przez Q. Linie tamana PP{M Q4Q nazwiemy B;.

Stosujac powyzsza operacje do kazdego z czterech odcinkéw tamanej B
otrzymamy lini¢ tamana B, zlozona z 4% odcinkéw. Kontynuujac ten proces,
otrzymamy nieskoriczony ciag krzywych By, By, Ba,... zbiezny do pewnej
krzywej B, ktéra nazywamy krzywa Bolzano.

Whkrétce po odnalezieniu rekopiséw Bolzano udowodniono (V. Jarnik,
K. Rychlik, G. Kowalewski, A.N. Singh), ze funkcja, ktérej wykresem jest
krzywa B, jest nigdzie nierézniczkowalna. Tak wiec w pierwszej polowie
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Rys. 3. Wykres sumy pierwszych
dwudziestu wyrazéw szeregu C(x)
dla a = 6.
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Rys. 4. Wykres sumy pierwszych
dwudziestu wyrazéw szeregu W(z)
dlaa~t=b=2 (jak wykazat
Hardy, funkcja Weierstrassa jest

nierézniczkowalna w kazdym punkcie

dla ab > 1).
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Rys. 5. Wykres sumy pierwszych
dwudziestu wyrazdéw szeregu R(x).
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Rys. 6. Wykres sumy pierwszych
dwudziestu wyrazdw szeregu D(x).
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XIX wieku byt juz skonstruowany przyktad funkcji ciaglej nigdzie
nierézniczkowalnej, jednak nikt o nim nie wiedzial, podobnie jak malo kto
styszal o ksiedzu Bolzano.

Bardziej radykalne od Bolzano poglady w dyskutowanym temacie mial nieznany
za swego zycia matematyk szwajcarski Charles Cellerier (1818-1890). Otwarte
po jego $mierci rekopisy zawieraly rewelacyjny material. W nie datowanej

teczce (wedlug historykéw pochodzace]j z lat 50. XIX wieku) z nagtéwkiem
»Bardzo wazne @ mysle, ze nowe. Poprawne. Moze byé opublikowane tak jak jest

napisane.” znajdowal sie dowdd faktu, ze funkcja
oo

b
C(z) = Z a—nsm(anx)
n=1
Jest ciggla, lecz nigdzie nierézniczkowalna, jesli a jest dostatecznie duzg liczba
parzysta.

Publikacja przyktadu Celleriera w 1890 roku byla juz jedynie ciekawostka, gdyz

od co najmniej 15 lat znana byta powszechnie funkcja Weierstrassa
(o]

W)= Z a" cos(b"wa),
n=l
ciagta i nigdzie nierézniczkowalna dla 0 < a < 1 i takich nieparzystych b,
ze ab > 1+ %n-. Prawie nie do uwierzenia jest fakt, ze sam Weierstrass nigdy nie
opublikowal swego odkrycia, chociaz przedstawit je Berlinskiej Akademii Nauk
18 lipca 1872 roku. Swiat dowiedziat sie o funkeji W (z) z pracy Paula du Bois
Reymonda opublikowanej w 1875 roku.

Wygtaszajac odezyt o swojej funkcji Weierstrass powiedziat m.in.

Jak dowiedziatem si¢ od niektorych ucznidw Riemanna, on jako pierwszy (okoto
roku 1861 lub wezesniej) wskazat mysl przedstawienia kontrprzyktadu [dla
twierdzenia Ampere’a — przyp. aut.]; na przykted funkcja

o0

sin(n?z)
R(z) = nz::l =
nie spetnia tego twierdzenia. Niestety, dowod Riemanna nie byt publikowany
1 wydaje mi sig, Ze nie znajduje si¢ w jego notatkach ani w ustnych przekazach
(...). Uwazam, Ze Riemann mial na myslk funkcje [ciagle], ktdre nie majq
pochodnej dla zadnej wartosci argumentu. Dowdd tego faktu wydaje mi sie
w pewnej mierze trudny. ..

O trudnosciach, jakie nastrecza analiza przyktadu Riemanna, $wiadczy nie

tylko powyzsze zdanie Weierstrassa, lecz takze i to, ze do konca XIX wieku

nie pojawit si¢ dowéd lub kontrprzyktad do twierdzenia Riemanna (o tym,

ze funkcja R(z) jest nigdzie nierézniczkowalna). Dopiero w 1916 roku

G.H. Hardy wykazal, ze funkcja Riemanna nie ma pochodnej w punktach
2m

postaci my, gdzie y jest liczba niewymierna, badz wymierna postaci Ty

lub :,(2%%) (m,n € Z). Natomiast w 1970 roku, a wiec ponad sto lat po
$mierci Riemanna, Joseph Gerver obliczyt, ze w punktach postaci Z2lx
funkcja R(x) ma pochodna réwna —% (w pozostalych punktach funkcja R(z)

Jest nierézniczkowalna, co Gerver udowodnil rok péizniej).

Niezaleznie od Weierstrassa, 19 marca 1873 roku na posiedzeniu Francuskiego
Towarzystwa Matematycznego Gaston Darboux udowodnit, ze funkcja

-
sin((n + 1)lz)
D(z) = Z I
n!
=1
Jest ciagla i nigdzie nierézniczkowalna. Swa prace Darboux opublikowal drukiem

w 1875 roku.

Publikacja przyktadéw Weierstrassa i Darboux wywolala wéréd matematykéw
poploch i zamieszanie. W jaki sposcb intuicja mogta nas zawodzi¢ do tego
stopnia? — pytal Henri Poincaré. Jeszcze drastyczniej zareagowal inny
matematyk francuski, Charles Hermite:
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Odwracam sie ze wstretem i przerazeniem od tych godnych oplakiwania wrzodow,
funkcji cigglych nigdzie nierdziniczkowalnych. . .

Zas du Bois Reymond pisal o funkcji Weierstrassa tak:

...jest to jeden z najbardziej poruszajacych wynikéw wspilczesnej matematyki,
ze jedna funkcja moze byé we wszystkich punktach swego przedzialu ciggla, nie
majgc dla Zadnego punkiu tego przedzialu pochodnej.

Dalej jednak przestrzegal:

Wydaje mi sie, ze w metafizyce funkeji Weierstrassa thwi jakas zagadka i nie
moge uchronié si¢ przed myslg, ze zaglebiente si¢ w ten przyktad doprowadzi do
granicy naszego intelekiu.

Whrew przestrogom du Bois Reymonda matematycy intensywnie badali
funkcje ciagle nigdzie nierézniczkowalne, 1 to z nieztym skutkiem. Ukazalo

sie wiele prac, w ktérych ulepszano 1 uogélniano stare wyniki, konstruowano
nowe przyktady oraz cale klasy przykladéw, badano strukture zbioru funkeji
ciagtych nigdzie nierézniczkowalnych. Warto zaznaczy¢, ze istotny wklad

w rozwdj tych badan wniesli matematycy polscy (wéréd nich Auerbach,
Banach, Kaczmarz, Marcinkiewicz, Mazurkiewicz, Orlicz, Ruziewicz, Saks,
Sierpiriski, Steinhaus i Zygmund). Okazalo sie, na przyklad (to polski wynik),
ze tytulowych bohaterek (tzn. funkeji ciagltych bez pochodnej w zadnym
punkcie) jest wérdd funkeji ciaglych w pewnym sensie o wiele wigcej, niz
porzadnych funkeji rézniczkowalnych choéby w jednym punkcie. Funkeje
ciagle nigdzie nierdézniczkowalne maja tez swoja realizacje w naturze, np. jako
trajektorie ruchéw Browna.

Podkre§lmy na koniec, ze funkeje ciaglte bez pochodnych nie sa obecnie
tematem prac tylko z historii matematyki. W rozwijajacej sie teorii chaosu czy
w badaniach fraktali takie funkcje pojawiaja si¢ w naturalny sposéb. Wiele ich
wlasnoéci pozostaje jeszcze do odkrycia. Poszukiwacze lauréw i stawy moga
np. sprébowaé udowodnié¢ otwarta hipoteze gloszaca, ze wymiar Hausdorffa

wykresu funkeji W(z) jest réwny 2 + IT%E'%‘
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Polecamy Foton

Od kilku lat Zofia Golab-Meyer, przy wsparciu Instytutu Fizyki Uniwersytetu
Jagiellonskiego w Krakowie, wydaje dwumiesiecznik Folon — pismo dla
nauczycieli fizyki 1 ich uczniéw. W lutym 1996 roku ukazal sie juz 40. numer
Fotonu. Warto w nim poleci¢ artykul Andrzeja Warczaka o Rontgenie (z okazji
100. rocznicy odkrycia promieni rentgenowskich) i Barbary Blicharskiej

o oddzialywaniu promieniowania elektromagnetycznego na organizmy zywe
oraz zbidr podstawowych wielkosci fizycznych i jednostek stosowanych

w dozymetrii. Michal Praszalowicz w postaci autodialogu przedstawil Studia
Matematyczno-Przyrodnicze na UJ. Numer 41 nosi nazwe Info-foton. Jego
tematem wiodacym sa fraktale oraz zastosowania komputeréw w matematyce

1 fizyce. Andrzej Dyrek przedstawil program ,,Mathematica — System do
uprawiania matematyki na komputerach”. Stale dzialy: Co nowego w fizyce?,
Listy, Zadania, Co czyta¢, Réznosei itp., czynia z Fotonu pismo godne polecenia
uczniom 1 nauczycielom fizyki. Foton mozna zaprenumerowaé wysylajac 10 zt
za kolejnych szes¢ numeréw na konto: Foton — Zofia Golab-Meyer, PBK SA

w Warszawie, I1II Oddzial w Krakowie, nr rachunku 373407-412294-136 lub
przekazem pocztowym pod adresem: Zofia Golab-Meyer, 30-327 Krakdw,

ul. Biata Droga 5.
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