
Kacik olimpijski (19) Jeszcze raz srednia geometryczna i arytm.etyczna

Warto pamietac, ze istnieje prosty sposób dowodzenia nierównosci miedzy

srednia arytmetyczna a geometryczna,

( ) al + a2 + ... + an1 -\!Q,la2 ... an ~ -------, n

gdzie al, a2, ... , an sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi.

Oznaczmy srednia arytmetyczna liczb al, a2, ... , an przez a i niech

ak(t) = ak + t(a - ak), k = 1,2, ... , n, t E [O, l]. W takim razie ak(O) = ak

i ak(l) = a. Zwrócmy uwage, iz dla kazdego t E [O, l] srednia arytmetyczna liczb

al(t), a2(t), ... , an(t) jest równa a, a wiec nie zalezy od t.

Przez f(t) oznaczmy iloczyn liczb al(t), a2(t), ... , an(t). Korzystajac ze wzoru

na pochodna iloczynu n funkcji

(f1hh· .. fn)' = f~hh ... fn + fd~h· .. fn + ... + f1hh ... f~

latwo obliczyc, ze:

I [a-al a-a2 a-anJ(2) f (t) = al(t)a2(t) ... an(t) -(-) + -(-) + ... + -(-)al t a2 t an t

Zauwazmy, iz jezeli ak '# a, to wyrazenie postaci

a - ak _ a - ak

ak(t) - ak + t(a - ak)

jest funkcja scisle malejaca zmiennej t, a ponadto dla t = l wartosc

sumy wyrazen stojacych w nawiasie kwadratowym w (2) jest równa zeru.

Wnioskujemy stad, ze o ile nie wszystkie sposród liczb al, a2, ... , an sa równe a,

to dla kazdego t E [O, l) jest

_a_-_a_l + _a_-_a_2+ + _a_-_a_n> O

al(t) a2(t) ... an(t)

i w takim przypadku j'(t) > O. Funkcja f(t) jest wiec scisle rosnaca. Ponadto

f(l) = an, a f(O) = ala2 ... ano Wynika stad, iz jezeli nie wszystkie {ad sa

równe a, to srednia geometryczna jest ostro mniejsza od sredniej arytmetycznej,

a równosc we wzorze (l) zachodzi tylko wtedy, gdy al = a2 = ... = an = a.

Wada powyzszej metody jest koniecznosc stosowania rachunku pochodnych.

Zwykle w szkole najpierw poznajemy nierównosc (l), a dopiero duzo pózniej

uczymy sie pochodnych.

Radzimy Czytelnikowi, aby w podobny sposób udowodnil, ze

ai + a~ + ... + a~ 2 (al+ a2 + ... + an)Pn n

gdzie al, a2, ... ,an > O, a p jest ustalona liczba rzeczywista wieksza od 1.

Grzegorz RZAD!W WSK!

Rozwiazanie zadania M 789. Dla ciagu liczb el, ez, ... , en E {-l, l} okreslmy wektor

w(ell e2,··· I en) = elalVI + e2a2V2 + ... + enanvn· Z nierównosci trójkata wynika,

ze Iw(el, ez, .. , en)1 ~ advd + azlvzl + ... + anlvnl ~ 1. Zdefiniujmy funkcje J : {-l, 1}n -+ R

wzorem J(el' ez, ... ,en) = (w(el' ez, ... , en))'- Poniewaz zbiór {-l, l}n ma skonczona liczbe

elementów, wiec dla pewnego ciagu El, Ez, ... , En E {-l, l} funkcja J osiaga maksimum. Zatem

J(El,Ez, ... ,En)?: J(El, ... ,E'-l, -E"Ei+l, ... ,En) dla dowolnego i E {1,2, ... ,n}.

Stad

o ~w(El,Ez, ,En)z - w(El, ... ,E'_l, -E"Ei+l"" ,En)z =

=w(El, Ez, ,En)z - (w(El, Ez, ... , En) - 2E,aiv,)z =

=4E,a;(v" W(El' Ez, ... ,En)} - 4E; a71vi IZ ~

~4a,l(v"w(El,Ez, .. ,En)}1-4a;,

czyli I(Vi,W(El,Eo, ... ,En)}I?: ai dlai = 1,2, ... ,n. Jak stwierdzilismy wczesniej,

Iw(El, Eo, ... ,En)1 ~ l, a zatem prosta majaca ten sam kierunek co wektor W(El, Eo, ... ,En)

spelnia warunki zadania.
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