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Jednym z wielu problemów, które dotarly do nas ze starozytnosci,

sa paradoksy Zenona z Elei (zyl prawdopodobnie w latach

490-430 p.n.e.). Byl on uczniem wybitnego filozofa starozytnosci

Parmenidesa, twórcy szkoly filozoficznej eleatów. Zarówno

nauczyciel, jak i jego uczen wyznawali zasade filozoficzna, ze byt jest

jeden, wieczny, nieruchomy, niezmienny i niepodzielny. Doprowadzilo

ich do tego pogladu czysto dedukcyjne rozumowanie wyprowadzone

z jednej podstawowej przeslanki, ze byt jest jeden, a niebytu nie

ma. Poznanie zmyslowe, które stalo w jawnej sprzecznosci z ich

pogladami, uwazali za zludne, niepewne i niewiarygodne. Aby

przekonac o tym przeciwników swoich pogladów, Zenon z Elei

podal wiele rozumowan, w których wykazywal, ze w pojeciach

wszelkiej zmiany (np. ruchu) lub mnogosci tkwia sprzecznosci.

Rozumowania te, zwane w starozytnosci aporiami, znane sa pod

nazwa paradoksów Zenona. Najbardziej znanymi sa paradoksy

Zenona o ruchu: Achillesa i zólwia, dychotomii, lecacej strzaly oraz

stadionu, majace wykazywac, ze ruch jest niemozliwy, gdyz zawiera

w sobie sprzecznosci.

Zajmiemy sie jednym z nich, a mianowicie paradoksem Achillesa

i zólwia, na który spojrzymy troche inaczej niz robiono to

dotychczas. Teza Zenona z Elei byla nastepujaca: szybkonogi

Achilles nigdy nie dogoni zólwia, o ile zólw wyruszy do biegu

wczesniej (oczywiscie, zakladamy, ze Achilles biegnie szybciej

od zólwia). Wniosek ten wyciagal na podstawie nastepujacego

rozumowania: jesli zólw wyruszy do biegu wczesniej, to w momencie

startu Achillesa pokona pewna droge, powiedzmy a. Gdy droge a

przebedzie Achilles, to zólw w tym czasie przesunie sie kawalek dalej,

powiedzmyob. Gdy z kolei Achilles przebedzie odcinek b, to zólw

przesunie sie o odcinek c itd. Zatem, jak wnioskuje Zenon z Elei,

Achilles nigdy nie dogoni zólwia, gdyz to rozumowanie mozemy

powtórzyc nieskonczenie wiele razy. Poniewaz w opinii eleatów

jedynie czystym dedukcyjnym rozumowaniem mozemy dochodzic do

prawdy (a takim bylo powyzsze), wiec potoczne doswiadczenie ruchu

jest zludne. W konsekwencji, ruch nie istnieje.

Paradoks ten wyjasniano uzywajac do tego elementów teorii

szeregów. Mianowicie, nie mozna z powyzszego rozumowania

wyciagnac wniosku, ze nigdy Achilles nie dogoni zólwia. Prostym

rozumowaniem wykazemy, ze rzeczywiscie Achilles nie dogoni

zólwia, ale tylko do okreslonego miejsca i czasu, po przekroczeniu

którego Achilles bedzie juz z przodu. Mianowicie, jesli przyjmiemy,

ze Achilles jest k razy szybszy od zólwia (oczywiscie, k> 1),

to gdy Achilles pokona pierwszy odcinek a, to zólw w tym czasie

przesunie sie o odcinek b = f; gdy Achilles pokona drugi odcinek

b = f' to zólw przesunie sie o c = ~= ka2 itd. Suma nieskOllczona

pokonywanych odcinków nie jest nieskonczona, gdyz, jak wiemy,
a alI 1 k

a + k + k2 + ... = a(l + k + k2 + ...) = a 1 _ l = a k - 1 .
k

Podobnie rozumujemy z czasem. Jesli Achilles pokona pierwszy

odcinek a w czasie t, to czas pokonania wszystkich odcinków

wyniesie t k~l' Gdy przyjmiemy, ze np. k = 2, tzn. Achilles jest dwa
razy szybszy od zólwia, to rzeczywiscie zólw bedzie z przodu do

punktu odleglego od startu o 2a i do czasu 2t, a nie - j ak twierdzi

Zenon z Elei - do dowolnego punktu i do dowolnego czasu.

wadliwych matematycznie,

matematycznych tworów stworzonych

w przyplywie rozpaczy przez fizyków, jak

np. calki Feynmana.

Daleko gorzej jest tam, gdzie

dyscypliny domagajace sie matematyki

sa zdecydowanie w mozliwosci

matematyczne ubozsze. W ekonometrii,

psychometrii, socjometrii itp. króluje

krzywa Gaussa, jako panaceum na kazda

chorobe·

Legna sie tez oblednie rozbudzone

nadzieje, ze oto zjawi sie cud i cos,

znienacka, przyniesione z matematyki

dokona zasadniczego przelomu. Aktualnie

takim - z cala pewnoscia (mówie

w swoim imieniu) - czystym naduzyciem

jest czynienie nadziei chemikom na

przelom, jakiego w ich dyscyplinie moze

dokonac teoria grafów (jest juz pare

doktoratów opartych na tej nadziei,

patrz opinia Comte'a na poprzedniej

stronie). W latach szescdziesiatych

wszystko (kryzysy ekonomiczne, zawaly

serca, zalamania psychiczne, stresy

zbiorowe itp.) mialo zostac uzdrowione

za pomoca teorii katastrof Rene Thoma.

Dzis podobna role pelnia fraktale,

czyli - w dobrym przyblizeniu - figury

samopodobne (tj. takie, ze ogladane

w duzym powiekszeniu prezentuja naszym

oczom ten sam widok, jak bez tego

powiekszenia); nikt nie wie, dlaczego tak

mialoby byc, ale czemu nie?

Spoleczna pozycje matematyki obniza

jeszcze jej wlasne dziecko - informatyka.

Od chwili odkrycia tranzystora (1949 r.) jej

podstawowe narzedzie - komputer - moze

zdjac z pleców matki praktycznie wszystkie

klopoty obliczeniowe. W oczach wielu nic.

wiecej w matematyce nie ma - nic wiec dla

niej nie pozostaje.

Mówiac o konkretach. Dzis w szkole,

najlepszym zwierciadle opinii spolecznej,

matematyka z pierwszego miejsca spadla,

jesli chodzi o prestiz, w najlepszym razie

na trzecie (za angielskim i informatyka).

N a studiach jest w srodku drugiej

dziesiatki (dochodzi prawo, zarzadzanie,

przerózne marketingi itp.). Zjawisko

to matematyków boli, wielu ludzi

- szczególnie starszych - przeraza. Nalezy

jednak pamietac o jednym: matematyka

w centrum zainteresowania spolecznego

nie znajdowala sie prawie nigdy - trzy

stulecia Starozytnej Grecji, dwa stulecia

domin1l:cji arabskiej, ostatnie trzy stulecia

Europy. I to wszystko. Zapewne musi

teraz poczekac, az z jej krystalicznej glebi

wyloni sie znów jakas propozycja" która

pociagnie za soba rzesze fanów. Bo biezace

rachowanie moze spokojnie zostawic

komputerom.

4

Jeszcze o Achillesie
.
l zólwiu.



Wyjasnienie to jest powszechnie przyjmowane i nie budzi zadnych watpliwosci

(oprócz filozoficznych - jak to jest mozliwe pokonanie nieskonczenie

wielu odcinków w skonczonym czasie). Ale spójrzmy na to z innej strony.

W paradoksie Zenona jest tylko jedno ogólne zalozenie, ze Achilles biegnie

szybciej od zólwia, lecz nie jest podane, jaki jest wzajemny stosunek ich

predkosci. Powyzej przyjelismy, ze predkosci ich sa stale i nie zmieniaja sie

w czasie. A co bedzie, gdy beda oni mieli predkosci zmienne? Okazuje sie,

ze wtedy teoria szeregów nieskonczonych daje nam zaskakujaca (mozna

powiedziec paradoksalna) odpowiedz. Mozna tak dobrac predkosci Achillesa

i zólwia (oczywiscie, bedzie spelnione podstawowe zalozenie, ze w kazdym

momencie predkosc Achilles jest wieksza od predkosci zólwia), ze Achilles

nigdy (ani w czasie, ani w przestrzeni) nie dogoni zólwia. Przyjmijmy

mianowicie, ze predkosc Achillesa jest stala, zólwia zas z odcinka na odcinek

nieznacznie sie zwieksza (równiez mozna tak dobrac predkosci, ze obie

beda sie zmniejszac) w nastepujacy sposób: niech zólw pokona odcinek

o dlugosci 1 i wtedy wystartuje Achilles. Niech predkosci ich beda w takiej

relacji: gdy Achilles pokona ten odcinek w czasie 1 s, to zólw w tym czasie

odcinek o dlugosci l. Nastepnie, gdy Achilles pokona odcinek o dlugosci l
(w czasie l s), to zólw odcinek o dlugosci F itd. Kazdy kolejny odcinek
(o dlugosci 1.) Achilles pokonuje w czasie ;; s, zólw zas w tym czasie odcinek

o dlugosci n11' Oczywiscie, ogólne zalozenie o predkosciach jest spelnione.
Spróbujmy obliczyc odcinek, jaki pokonaja oni w tym przypadku. Podobnie jak

w pierwszym rozumowaniu, zólw bedzie z przodu az do punktu równego sumie

szeregu 1+ l + ~+ ... (z definicji sumy szeregu jest to granica ciagu (5n) sum

czesciowych tego szeregu, gdzie 51 = 1, 52 = 1+ l, 53 = 1+ l + ~,...).

Okazuje sie, ze suma tego szeregu, zwanego szeregiem harmonicznym, równa

jest nieskonczonosci (na zakOllczenie artykulu podamy elementarny dowód tego

faktu). Wniosek z tego jest nastepujacy: przy dobranych powyzej predkosciach,

dla dowolnie dlugiego odcinka, Achilles i zólw dobiegna do jego konca i zólw

nadal bedzie z przodu. Zatem przy odpowiednio dobranych predkosciach

wniosek Zenona z Elei jest uzasadniony. Chociaz nie wynika z tego 'sprzecznosc

z pojeciem ruchu, to musimy przyznac racje Zenonowi z Elei: Achilles moze biec

szybciej od zólwia w kazdym momencie ruchu i nigdy go nie dogoni!

Podamy teraz dowód faktu, ze suma szeregu harmonicznego jest równa

nieskonczonosci. Poniewaz ciag (5n), 5n = 1+ l + ... + ~, sum czesciowych tego

szeregu jest rosnacy, wiec ma granice, skonczona lub nieskonczona. Wykluczymy

pierwsza mozliwosc poprzez doprowadzenie do sprzecznosci. Przypuscmy zatem,

ze jest zbiezny do granicy skonczonej A, tzn. lim 5n = A.n--+oo

w, . 1 1 1 . 1 1 1 , .. b" b' howczas szereg1 '2 + 4' + 6' + ... l + 3" + '5 + ... sa rowmez z lezne, o lC

,. b 1 1 l' 1 1 1sumy CzesclOwe n = '2 + 4' + ... + 2n l Cn = + 3" + ... + 2n _ 1 Sa rosnace

(tzn. bn ::; bn +1 , Cn ::; Cn+1 dla kazdego n) i mniejsze od sum czesciowych szeregu

harmonicznego (tzn. bn ::; 5n i Cn ::; 5n dla kazdego n). Oznaczmy sumy tych

szeregów odpowiednio przez B i G, tzn. B = lim bn i G = lim Cn. Liczby A,
n-.;.CX) n-oc

B i G zwiazane sa równosciami:

1. B + G = A (bo B + G = lim bn + lim Cn = lim (bn + cn) = lim 52n = A),n-+oo n-+oo n-+co n-oc

2. 2B = A (bo 2B = 2 lim bn = lim 2bn = lim 5n = A).
n-oo n-+oo n_oo

Z obu tych równosci wynika, ze B = G. Ale dla sum czesciowych bn i Cn tych

szeregów mamy:
1 1 1 1 1 1

Cn - bn = 1+ - + - + ... + --- - - - - - ... - - =
3 5 2n - 1 2 4 2n

= (1_ ~) + (~ _ ~) + ... + (_1__ ~) > ~.2 3 4 2n - 1 2n - 2

Zatem w granicy G - B ::::!, co przeczy równosci G = B. Otrzymana

sprzecznosc dowodzi, ze lim 5n = +=.
n--+oo
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