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Istnienie i nieistnienie w matematyce
Wiktor BARTOL

Filozof i logik angielski Bertrand Russell okreslit matematyke jako dziedzine,
w ktérej ,nie wiadomo, o czym sie méwi i czy to, co sie méwi, jest prawda”.
Ten zgrabny opis mial wyrazaé¢ — w skrécie wladciwym aforyzmom - fakt,

iz matematyka jest nauka abstrakcyjna, niezalezna od rzeczywistodci

i zajmujaca si¢ wyprowadzaniem (dowodzeniem) twierdzeii na podstawie écisle
okreslonego sposobu wnioskowania, nie interesuje jej natomiast zwiazek tych
twierdzen z tzw. zyciem. Przemilezmy tu, na razie — bardzo ciekawe! — pytania
i watpliwoécl, jakie moze rodzié takie postawienie sprawy (zauwazmy tylko,

ze bez matematyki nie daloby sie zbudowaé porzadnego mostu ani rakiety
kosmicznej). Poprzestaiimy tu na stwierdzeniu, ze, jak w kazdym aforyzmie,
jest w okreéleniu Russella cze$¢ prawdy. Mianowicie, kryterium prawdy

w matematyce nie przewiduje potwierdzania hipotez w drodze jakichkolwiek
obserwacji.

Cé% zatem moze w ogdle oznaczaé pytanie o istnienie jakiego$ obiektu
matematycznego? Jakie kryterium nalezy przyjaé, by odpowmdme( na pytanie
o istnienie np. zbioru nieskonczonego?

Jesli matematyka jest nauka niezalezna od zjawisk fizycznych, biologicznych
itp., a jej obiekty sa tworami czysto abstrakcyjnymi, to problem istnienia musi
znajdowaé rozstrzygniecie w niej samej. I rzeczywidcie. Matematycy prawie
powszechnie uznaja, ze istnieje wszystko to, co ma te wlasnoéé, ze zatozenie

o jego istnieniu nie prowadzi do sprzecznoéci. Méwiac nieco doktadniej, owa
wlasnos¢ polega na tym, ze jesli do twierdzen okreslonej teorii matematycznej
dolaczymy zdanie méwiace o istnieniu pewnego obiektu, to mozemy uznaé owo
istnienie, jesli z tak rozszerzonej teorii nie da sie¢ wyprowadzié dwéch twierdzeri,
z ktérych kazde jest negacja drugiego. Inaczej méwiac, gdy zalozenie o istnieniu
obiektu nie prowadzi do sprzecznoédci z dana teoria. Na przyklad, gwarancja
niesprzecznosci jest dowdd istnienia postulowanego obiektu.

ktére

Zaleznos¢ migdzy nies Gédla z 1930 roku,

stwierdza, ze kazdy niesprzeczny zbidr zdan ma model przeliczalny,
srealizujgca”
istnieje struktura, ktéra rea

ecznosciy a isthieniem wyraza twierdzenie

e struktura,

czyll istni

kazde zdanie z niesprzecznego zbioru. Prawdziwe je enie «

izuje kazde zdanie z jakiegod zbioru zdan, to dw zbidr jest nie

Poszukajmy ilustracji opisanego tu podejécia. Zapewne wiekszo$é Crzytelnikéw
styszata lub czytata (np. w Delcie) o geometriach nieeuklidesowych. Geometrie
te zrodzily sie z préb sprawdzenia, czy tzw. V postulat Euklidesa nie wynika
aby z pozostatych czterech. Okazalo sie, ze przyjecie (zamiast V postulatu)
zalozenia innego niz to, ktére przyjal Euklides, daje catkiem spdjna, catkowicie
pozbawiona sprzecznosci teorie. Jaka? To zalezy od postaci owego dodatkowego
zatozenia. Mozna w ten sposéb otrzymaé teorie, w ktérej istnieje nieskonczenie
wiele prostych przechodzacych przez punkt nie lezacy na danej prostej

i réwnolegtych do niej, a mozna (zmieniajac nieco bardziej zalozenia) otrzymaé
i taka, w ktdrej przez punkt zewnetrzny do prostej nie przechodzi zadna prosta
réownolegta do niej. Stad wniosek, stanowiacy niezbywalny dorobek matematyki:
istnieja geometrie nieeuklidesowe. I — przy okazji — wniosek drugi: istnienie

lub nieistnienie ma sens tylko na gruncie wyraznie okreslonego systemu. To,

co istnieje w jednym (przy pewnych zalozeniach), moze nie istnie¢ w innym
(przy odmiennych zalozeniach).
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A jak stwierdzi¢, ze co§, jakis pomy$lany obiekt, nie istnieje? Z tego,
co powiedzieliSmy do tej pory, wynika to jasno: nalezy wykazaé, ze zalozenie
o istnieniu tego obiektu prowadzi do sprzecznosci. Byé moze czytajac

ia M 790.
lania jest w Delcie 4/1996 artykuty o nieistniejacych obiektach matematycznych,

Ty PEARR R HEDIC zauwazyliscie, ze wszystkie dowody nieistnienia zaczynaja sie od zdania

w rodzaju: ,Przypu$émy, ze (tu nazwa obiektu) istnieje...”, a koncza
stwierdzeniem sprzecznosci, do ktérej to zalozenie doprowadzilo. Bywa zreszta
1 tak, ze w podobny sposéb dowodzi si¢ istnienia: ,Przypuéémy, ze (i tu znéw
nazwa odpowiedniego obiektu) nie istnieje...”. Jedli z tego zalozenia da sie
wyprowadzi¢ sprzecznodé, pozostaje przyjaé, ze obiekt istnieje.

taci (p, 4), gd:
zez pewne dwa

Dla pelnosci obrazu nalezy dodad, ze nie zawsze i nie wszyscy matematycy
sktonni sa przyjac¢ taki punkt widzenia. Mniej wiecej 6070 lat temu zrodzit
sie wéréd matematykéw kierunek myslenia zwany intuicjonizmem, odrzucajacy
dowody istnienia nie wskazujace wyraznie na obiekt, ktérego istnienie jest
postulowane. O istnieniu mozna zatem moéwié tylko wtedy, gdy mozna

, na prostej pa
ne punkty A, B

j dwa z nich

spokazaé¢ palcem”, czyli skonstruowaé, odpowiedni obiekt. Jedli nawet mozna
zrozumieé taka tesknote do sprawdzenia wszystkiego przez oglad bezpoéredni,
filozofia intuicjonistéw — i szerzej: konstruktywistéw — nie przyjeta sie

w matematyce. Z prostego powodu: wymagataby odrzucenia ogromnej czesci
matematyki, ktéra przeciez nie najgorzej dawata i daje sobie i'ad{; nie tylko
ze soba, ale i z rzeczywistoscig. Co prawda, ostatnio rzeczywistosé nieco sie
skomplikowala i np. teoretycy informatyki przykladaja bardzo duze znaczenie
do konstruowalnoéci réznych obiektéw, ale to juz jest specyfika tej dziedziny.

Tak wige méwige w skrécie: istnienie to niesprzecznosé, nieistnienie to
sprzecznos¢. Wydawaloby sie zatem, ze matematyka ma z tzw. zyciem niewiele
wspdlnego i sama siebie rozlicza ze swoich pojeé. Czy rzeczywiscie? Wystarczy
rozejrzeé si¢ wokét siebie. Co bySmy zobaczyli, gdyby z naszego otoczenia
zniknely wszystkie obiekty, przy ktérych tworzeniu czlowiek wykorzystat
pojecia, prawa i metody matematyki? A przeciez mosty (na ogét) stoja,
i rakiety kosmiczne (na ogél) leca, a niekiedy nawet planety znajduja sie

w miejscach, wskazanych przez wyniki obliczenn matematycznych. Wyjaénienie
liezba calkowita, 7e mp — ry. €80 frapujacego stanu rzeczy zalezy w duzej mierze od przyjmowanych zalozeri
ve pomie dael o Namocy  filozoficznych (choéby od odpowiedzi na pytanie, czy matematycy odkrywaja

g0 wspolnego

Rozwigzanie zadania M 791. Niech m

5110

S s nowe pojecia i prawa, czy je wymyslaja?). Tu poprzestafimy na ogdlnym
s T stwierdzeniu, ze matematyka powstawala i rozwijala sie jako jezyk opisu

dla pewnych a, b calkowitych. Mnozac rzeczywistosci, jezyk, ktory uksztaltowal swoje wlasne reguly i stosuje swoiste

il e metody weryfikowania formutowanych w nim zdan. Historia tego jezyka sprawia,

Ty = play + bm),

ze jest on skutecznym narzedziem dzialania w $wiecie rzeczywistym; jego reguly
1 metody nadaja twierdzeniom charakter prawd niezaleznych od tego éwiata.

Aha, warto moze na koniec powiedzie¢ jeszcze i to: od 1931 roku wiadomo (znéw
dzieki Godlowi), Ze niesprzecznosci zadnej niezbyt trywialnej teorii nie da sie
udowodnié jej whasnymi narzedziami. Tak wiec np. do dowodu niesprzecznosci
arytmetyki liczb naturalnych (zakladajacej istnienie takich liczb) trzeba sie
odwola¢ do zalozenia o niesprzecznosci teorii mnogosci, jej niesprzecznodéci
mozna dowodzi¢ na gruncie innej teorii... Wynikiem takiego postepowania
moze by¢ zatem tylko tzw. wzgledna niesprzecznoéé danej teorii, zalezna od
niesprzecznosci teorii wyzszej. A to znaczy — jedli o istnieniu w matematyce
mowa — ze absolutna niesprzecznosé nie istnieje! W takim razie, czy istnieje
matematyka?77?
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