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Czym sa powierzchnie minimalne i jak je mozna

utworzyc i zobaczyc? Na to pytanie odpowiedzieli

matematycy i przyrodnicy w XVIII i XIX wieku.

A oto przepis na prosty eksperyment, pokazujacy

powierzchnie minimalna, który moze byc wykonany

przez kazdego Czytelnika Delty:

Przygotuj roztwór mydla taki, abys mógl zrobic

z niego banki mydlane. Nastepnie z drutu wykonaj

ramke o dowolnym ksztalcie. Ciekawszy efekt uzyskuje

sie, jezeli ramka nie jest plaska. Zanurz ramke

w roztworze. Utworzy sie na niej blonka mydlana.

Blonka przyjmie taki ksztalt, przy którym ma

najmniejsze z mozliwych pole powierzchni. Wynika to

z istnienia napiecia powierzchniowego i proporcjonalnej

do niego energii powierzchniowej. Poniewaz kazdy

uklad dazy do stanu, w którym energia jest minimalna

(w tym przypadku energia swobodna), blonka
mydlana przyjmie ksztalt odpowiadajacy najmniejszej

energii, a w konsekwencji jak najmniejszemu - przy

zadanym ksztalcie ramki - polu powierzchni. Dlatego

powierzchnie utworzona przez blonke mydlana
na ramce nazywamy powierzchnia minimalna.
Ogólnie, powierzchnia minimalna jest to powierzchnia

o minimalnym, przy zadanych warunkach brzegowych,

polu powierzchni. Opisany eksperyment jest nazwany

= eksperymentem Plateau; nazwa ta pochodzi od

nazwiska przyrodnika, który zajmowal sie problemem

napiecia powierzchniowego w XIX wieku. Opisal on

w 1873 roku to dos,,:,iadczenie w ksiazce Statique

Experimentale et Thiorique des Liquides Soumis aux

Seules Forces Moliculaires (Statyka doswiadczalna

i teoretyczna plynów poddanych jedynie dzialaniu sil

molekularnych). James Clerk Maxwell w artykule
zamieszczonym w Encyclopaedia Britannica podaje,

ze tego typu eksperymenty wykonal juz Leonardo

da Vinci kilkaset lat przed Plateau. Na rysunku 1

pokazana jest ramka o charakterystycznym ksztalcie

wraz z powierzchnia, która powinna sie na niej

utworzyc po zanurzeniu w roztworze mydla. Jest to

prosty element powierzchni D Schwarza, o której

bedzie mowa w dalszej czesci artykulu.

Matematycy znalezli inny sposób opisu powierzchni

minimalnych, niezalezny od ksztaltu brzegu

powierzchni. Laplace wykazal, ze powierzchnia

minimalna jest to taka powierzchnia, której srednia

krzywizna w kazdym punkcie jest równa zeru. Aby

zrozumiec, jaki ma ksztalt powierzchnia minimalna

w trójwymiarowej przestrzeni, wyobrazmy sobie siodlo

konskie (rys. 2). Siodlo to ma dwa wygiecia, kazde
w przeciwna strone. Jest ono w srodkowym punkcie

równoczesnie wklesle i wypukle. Taki punkt nazywany

jest punktem siodlowym. Jak widac (rys. 2), z dwóch

krzywizn 1/ R1 i 1/ Rz jedna jest dodatnia, a druga
ujemna, tak, ze srednia krzywizna zdefiniowana
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Rys. 1. Prosty ksztalt ramki wraz z powierzchnia, która powinna

sie na niej utworzyc po zanurzeniu w roztworze mydla. Wszystkie

katy w tej ramce sa proste i wszystkie d lugosci boków sa

równe. Otrzymana powierzchnia jest 1/64 komórki elementarnej

powierzchni D Schwarza (rys.7).

wzorem: H = ~ (~l+ ~,) jest - dla R1 = -Rz

- równa zeru (R1 i Rz sa naj mniejszym i najwiekszym

promieniem krzywizny w danym punkcie powierzchni

i nazywaj a sie glównymi promieniami krzywizny).

A wiec powierzchnie minimalne maj a zerowa

srednia krzywizne w kazdym punkcie, co oznacza,

ze skladaja sie w calosci z punktów siodlowych.

(Powierzchnia zupelnie plaska ma takze zerowa

krzywizne w kazdym punkcie i jest szczególnym

przykladem powierzchni minimalnej.) Srednia

krzywizna kuli o promieniu R jest równa 1/ R,
a walca o promieniu r jest równa 1/2r. Mozemy

zdefiniowac wkleslosc i wypuklosc poprzez znak

krzywizny. Na rysunku 3 pokazana jest krzywa

plaska, której krzywizna jest dodatnia (wypuklosc)

w jednych, a ujemna w innych punktach (wkleslosc).

Rys. Z. Ksztalt powierzchni w poblizu punktu siodlowego. Srednia

krzywizna jest równa H = !(1/R1 + 1/R2)' W równaniu na H
nalezy wziac Rl i R2 z przeciwnymi znakami, poniewaz siodlo jest

wygiete w przeciwne strony (popatrz tez na uproszczony rys. 3).



Rys. 3. Plaska krzywa z ujemna krzywizna w punkcie A i dodatnia

w punkcie B. Znaku krzywizny mozna uzyc do zdefiniowania

wypuklosci i wkleslosci.

Matematycy poszli dalej. Jeden z nich (Schwarz)

wykazal w 1865 r., ze mozna wziac proste kawalki

powierzchni minimalnej i poskladac je tak, aby

otrzymac periodyczne powierzchnie minimalne. Aby to

zrozumiec, popatrzmy na rysunki 4-6. Na rysunku 4

pokazany jest prosty kawalek powierzchni minimalnej.

Rys. 4. Prosty element powierzchni minimalnej P Schwarza. Z osmiu
takich kawalków powierzchni sklejonych odpowiednio wzdluz

krawedzi otrzymamy rysunek 5.

Z osmiu takich kawalków sklejonych wzdluz jej

krawedzi dostaniemy powierzchnie pokazana

na rysunku 5 (tzw. powierzchnia P Schwarza).

Powierzchnia ta pokazana jest w szescianie. Skladajac

osiem takich szescianów wzdluz scian dostaniemy

rysunek 6. Powtarzajac te procedure nieskonczona

ilosc razy mozna wypelnic tymi szescianami cala

przestrzen. Tak otrzymana powierzchnia jest gladka,

tzn. nie ma zadnych kantów ani zalaman. Zwrócmy

uwage, ze taka powierzchnie, która wypelnia cala

przestrzen, mozna otrzymac z elementu pokazanego
na rysunku 5 przez wielokrotne przesuwanie
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Rys. 5. Komórka elementarna minimalnej powierzchni

periodycznej P Schwarza. Takimi komórkami mozemy wypelnic cala

przestrzen (patrz rys. 6).

Rys. 6. Osiem komórek elementarnych powierzchni P Schwarza

(rys. 5) zlozonych razem.

go w kierunkach osi szescianu o wektor o dlugosci

równej wielokrotnosci dlugosci jego boku.

Otrzymujemy w ten sposób periodyczna powierzchnie

minimalna, a szescian pokazany na rysunku 5 wraz

z powierzchnia nazywamy komórka elementarna.

Prosty element powierzchni, pokazany na rysunku 4,

(od którego zaczelismy cala procedure) mozna

utworzyc wedlug przepisu Plateau (podanego na

poczatku) biorac odpowiedni ksztalt ramki, tak by jej

krawedzie odpowiadaly brzegom tej powierzchni. Nie

kazdy prosty kawalek powierzchni minimalnej daje sie

tak zlozyc, aby mozna z niego bylo utworzyc gladka,

periodyczna powierzchnie minimalna. Matematycy,

którzy badaja ten problem od 130 lat, odkryli

tylko 7 takich powierzchni o symetrii kubicznej,

tj. takich, w których komórka elementarna ma ksztalt

szescianu. Na rysunkach 7, 8, g pokazane sa komórki

elementarne, kolejno, powierzchni D Schwarza



Rys. 9. Komórka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej I - WP.

(h)

weglowodorowy

ogonek

(a)

Rys. 10, Czasteczka detergentu (detergenty nazywane sa

surfaktantami od slów angielskich: surface active agent - substancja
powierzchniowo czynna) (a) wzór chemiczny (b) schematyczny
rysunek czasteczki.

polarna

glówka

procesu mycia czy prania. Brud jest zmywany

przez detergent z tkaniny czy rak dzieki temu,

ze detergent izolujac brud od wody zmiejsza jego

energie powierzchniowa i odrywa go od tkaniny.

Nastepnie brud i detergent sa splukiwane wraz

z woda. O ile energia powierzchniowa brudu i wody

jest duzo wieksza niz energia powierzchniowa brudu

i tkaniny, o tyle energia powierzchniowa detergentu

i brudu jest duzo mniejsza i dlatego brud odrywa

sie od powierzchni i przyczepia do detergentu. Znów

mamy do czynienia z zasada minimum energii.

No dobrze, ale gdzie sa te powierzchnie periodyczne?

Jezeli rozpuscimy czasteczki detergentu w czystej

wodzie, to moga sie one tak ulozyc w dwuwarstwy,

aby ogonki byly izolowane od wody (rys. 11).
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Rys. 8. Komórka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej G Schoena.

Rys. 7. Komórka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej D Schwarza.

(a na rysunku 1 widoczna jest 1/64 komórki

elementarnej tej powierzchni), powierzchni G Schoena

(odkryta w 1970 roku) i powierzchni I - W P. Choc

przypuszczalnie istnieje nieskonczenie wiele róznych

komórek elementarnych, to jednak fakt ten nie zostal

udowodniony.

Czy periodyczne powierzchnie minimalne wystepuja

w przyrodzie? Aby odpowiedziec na to pytanie,

musimy najpiep.w omówic wlasnosci pewnych

czasteczek, które towarzysza nam na co dzien:

sa nimi czasteczki mydel i detergentów. Czasteczki

takie skladaja sie z dwóch czesci: polarnej "glówki"

(tzn. majacej moment dipolowy) i niepolarnego

(weglowodorowego) "ogonka" (rys. 10).

Polarna glówka jest wodolubna, a ogonek nie. Mówiac

w skrócie: polarna glówka przyciaga czasteczki wody,

a ogonek je odpycha. Jezeli w wodzie znajduja sie

czasteczki brudu (najczesciej tluszcze i weglowodory),

to czasteczki detergentu otaczaja brud ogonkami,

a glówki kieruja w strone wody. Jest to podstawa
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Rys. 11. Faza lamelarna zlozona z dwuwarstw utworzonych przez

czasteczki detergentu w roztworze wodnym. Dwuwarstwy tworza tez
powierzchnie periodyczne, takie jak pokazane na rysunkach 5, 7-9.

Na rysunku 11 pokazana jest struktura lamelarna

(tzn. periodyczna w jednym kierunku) skladajaca sie

z plaskich dwuwarstw detergentu poprzedzielanych

warstwami wody. Pod koniec lat 70. chemicy i fizycy

- odkryli, ze dwuwarstwy detergentów tworza nie

tylko plaskie powierzchnie, takie jak pokazane na

rysunku 11, ale równiez powierzchnie periodyczne,

których komórki elementarne pokazane sa na

rysunkach 5, 7-9. Oczywiscie, eksperymenty te nie

przesadzaja o tym, czy otrzymane powierzchnie

sa minimalne. Mozna sobie wyobrazic periodyczne

powierzchnie, które choc pozornie wygladaja jak

powierzchnie minimalne, to jednak minimalne nie

sa. Zawsze bowiem mozna powierzchnie troche

zdeformowac i choc nie zmieni to ani jej symetrii,

ani topologii, to jednak spowoduje, ze nie wszystkie

jej punkty beda mialy zerowa srednia krzywizne.

Niemniej periodyczne powierzchnie minimalne sluza

za wzór wszystkich powierzchni periodycznych.

Gdzie w biologii pojawiaja ~ie powierzchnie

periodyczne? Wiadomo na pewno, ze lipidy,

z których skladaja sie sciany komórkowe w naszych

organizmach, tworza takie powierzchnie periodyczne

w roztworach wodnych. Najczesciej wystepujaca

struktura jest tzw. struktura zyroidalna pokazana

na rysunku 8. Byc moze takie struktury tworzone sa

w chloroplascie, który jest odpowiedzialny za proces

fotosyntezy. Powierzchnie periodyczne pojawiaja

sie w mieszaninach blokowych polimerów (skladniki

poliuretanu), jak równiez w krysztalach jonowych, jako

powierzchnie zerowego potencjalu elektrostatycznego.
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Rys. 12. Komórka elementarna periodycznej powierzchni minimalnej

zwanej motylem BFY.

Rys. 13. Komórka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej CPD.

Rys. 14. Komórka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej GX1.



Rys. 15. Komórka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej GX2.

Rys. 16. Komórka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej SeN!.

Rys. 17. Komórka elementarna periodycznej powierzchni

minimalnej GX3.
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Rys. 18. Komórka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej GX4.

Rys. 19. Komórka elementarna periodycznej powierzchni
minimalnej GX5.

Rys. 20. Komórka elementarna periodycznej powierzchni

minimalnej GX6.



Opisujac roztwory wodne detergentów za pomoca

modeli fizycznych udalo sie autorom tego artykulu

pokazac, ze bogactwo periodycznych powierzchni jest

ogromne i nie zamyka sie w tych kilku strukturach

(rys. 5, 7-9). Odkrylismy kilkadziesiat nowych
nie znanych do tej pory powierzchni. Czesc z nich

pokazana jest na rysunkach 12-20 oraz na tylnej

okladce Delty. Jak widac, niektóre z tych powierzchni

sa bardzo skomplikowane. Miara zlozonosci

powierzchni jest jej genus, czyli z grubsza liczba

dziur. Dla przykladu: genus sfery jest równy O, genus

torusa jest równy 1 (jedna dziura), a genus precelka

(ciasteczko z dwiema dziurami) jest równy 2. Genus

powierzchni z rysunku 20 wynosi 141, a genus

powierzchni P Schwarza (rys. 5) tylko 3. Czy te nowe

powierzchnie sa tworzone w ukladach rzeczywistych?
Nie wiadomo.

Nasza praca na pewno nie wyczerpuje bogactwa

swiata powierzchni periodycznych. Powierzchnie te

maja nie tylko walor poznawczy, ale takze sa piekne

poprzez swoja symetrie i wysoka zlozonosc. Moze

i Ty, Czytelniku, bedziesz kiedys mial okazje badac

te piekne twory matematyczne, których realizacje

tak nieoczekiwanie odnaleziono w roztworach lipidów

i detergentów.

Autorzy dziekuja Komitetowi Badan Naukowych za wsparcie badan nad powierzchniami minimalnymi. Praca

zostala wykonana w Instytucie Chemii Fizycznej PAN i Szkole Nauk Scislych.

Na tylnej okladce zamiescilismy zdjecia komórek elementarnych (lub 1/8 komórki elementarnej) periodycznych

powierzchni minimalnych. Powierzchnia rozdziela objetosc na dwie rozlaczne czesci zaznaczone kolorami niebieskim

l czerwonym.

Wszystkie zaznaczone odcinki sa nie
dluzsze niz 1.

c - centrum przyciagania,
A - planeta,

P, pl - punkty, w których * jest
maksymalne.

_ Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 786. W przestrzeni dane sa takie punkty A, B, C i D, ze IABI, IBCI, ICDI,

IDAI ::; 1. Udowodnic, ze lAGI ::; V2lub IBDI ::; V2.
Rozwiazanie na str. 15

M 787. Na plaszczyznie dane sa: kolo k o srednicy V2 i lezace na zewnatrz

niego takie punkty A, B, C i D, ze lAB!, IBCI, ICDI, IDAI ::; 1. Udowodnic,

iz przez srodek kola mozna przeprowadzic taka prosta, ze wszystkie te punkty
beda lezec po jej jednej stronie.

Rozwiazanie na str. 4

M 788. Na plaszczyznie dane sa takie punkty A, B, C, D, a, b, c, d, ze IABI,
IBCI, ICDI, IDAI, labl, Ibcl, jcdj, Idal, IAcl, IDbl, ICal, IBdl ::; 1. Udowodnic,
ze dlugosc co najmniej jednego z odcinków Aa, Bb, Cc, Dd nie przekracza V2.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Krzysztof REJMER

F 437. Wykazac, ze radialna predkosc planety ~~ (r jest jej odlegloscia
od gwiazdy), poruszajacej sie po elipsie, ma maksymalna wartosc w dwóch

punktach znajdujacych sie na prostej prostopadlej do duzej pólosi elipsy

i przechodzacej przez gwiazde (znajdujaca sie, oczywiscie, w ognisku elipsy).
Rozwiazanie na str. 16

F 438. Wiedzac, ze jadro atomowe ma srednice rzedu 10-15 m, oszacowac

energie wiazania nukleonu w jadrze. Wykazac, ze w jadrze atomu nie moga
znajdowac sie elektrony.

Rozwiazanie na str. 16
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