Obserwacja kondensacji
Bosego—Einsteina
Krzysztof BYCZUK

Wiele lat temu Richard Feynman wyrazit poglad, iz niemozliwe jest
w pelni zrozumieé mechanike kwantowa. To, co potrafimy robié,

to z wiekszym lub mniejszym sukcesem uzywaé matematycznego
formalizmu oraz obserwowaé zjawiska dostepne w eksperymencie.
Dlatego tez kazde nowe doswiadczenie, ktore potwierdza te dziwna
teorie (mechanike kwantowa), jest goraco witane przez fizykow.

Latem 1995 roku grupa badaczy z Colorado University (USA)
zaobserwowala po raz pierwszy zjawisko kondensacji czastek
kwantowych zwane kondensacjg Bosego—Einsteina. Tym samym
do$wiadczenie to poszerzylo liste eksperymentéw potwierdzajacych
prawdziwosé mechaniki kwantowej. Co wiecej, uczeni ci odniesli
podwdjny sukces. Oprécz przeprowadzenia tego fundamentalnego
eksperymentu udalo im sie takze pokonaé szereg trudnosci
technologicznych i otrzymac ekstremalnie niska temperature

w ukladzie, wynoszaca okolo 1 nK (= 10~ K). Zjawisko kondensacji
Bosego-Einsteina zostalo przewidziane teoretycznie w 1924 roku
przez Satyendranatha Bosego i Alberta Einsteina. Tak wiec uczeni
potrzebowali ponad 70 lat, aby zrealizowa¢ ten pomyst w praktyce.
W swoim artykule zamierzam opowiedzie¢ o tym doswiadczeniu,
lecz najpierw wlaczmy maszyne czasu i cofnijmy sie o 70 lat, aby
zrozumieé, co to jest kondensacja Bosego—Einsteina.

W mechanice kwantowej pojecie toru ruchu czastki nie ma sensu.
Mozemy jedynie przewidywad, jakie jest prawdopodobienstwo

tego, ze czastka bedzie tu albo tam. Nie wiemy natomiast, jaka
droge wybrala czastka, aby tam dotrze¢. Wyobrazmy teraz sobie,
ze mamy wiele jednakowych czastek. Stowo jednakowe oznacza,

ze wszystkie czastki wygladaja tak samo. Zaldézmy, ze w pewnej
chwili znamy polozenia kazdej z czastek. Jesli po jakims czasie
ponownie okreslimy polozenia wszystkich czastek, to i tak nie
jestesmy w stanie powiedzieé, ktéra czastka odpowiada ktdrej

z konfiguracji poczatkowej. Oznacza to, ze czastki kwantowe sa
nierozréznialne. Zauwazmy, ze w mechanice klasycznej sytuacja jest
zupelnie odmienna. Majac N jednakowych kul bilardowych mozemy
gledzi¢ ruch kazdej z nich oddzielnie i w ten sposéb rozréznié, ktéra
kula wpadta w ktéra dziure. Nierozréznialnoéé czastek kwantowych
wynika tylko z regul mechaniki kwantowej, a nie z niedoskonalosci
nasze] aparatury.

Nierozréznialnosé czastek ma bardzo istotny wplyw na ich fizyczne
whasnosei. Okazuje sie mianowicie, ze istnieja dwa rodzaje czastek.
Jedne z nich nazywamy fermionami, a drugie bozonami. Fermionami
s czastki o spinie potéwkowym (o = (k + 3) h), natomiast bozony
maja spin catkowity (¢ = kh). Na przyklad elektrony sa fermionami
o spinie 1/2, co oznacza, ze rzut wektora spinu na o$ z jest +1/2 lub
—1/2, czyli jest skwantowany. Méwimy wtedy, ze elektron moze by¢
w stanie kwantowym o spinie +1/2 lub —1/2.

Spin czastki jest to wielkoé¢ wektorowa wystepujaca tylko w mechanice kwantowej.
Kazda czastka ma spin o pewnej wartosci. Dokladniej méwiac, mierzymy maksymalng

dlugoéé rzutu wektora spinu na pewng oé (np. o4 z). Wynik podajemy w jednostkach
h = h/2m, gdzie h jest stala Plancka.

Bozonem jest foton o spinie jeden, ale tez w pewnym przyblizeniu
np. atom helu. “He sklada si¢ z 6 fermionéw (2 protony, 2 neutrony
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Podréz Ulyssesa
Tomasz KWAST

Jeéli ktos wyobraza sobie przestrzen
migdzyplanetarna jako niezmierzona,
spokojna préznie przeszywana od

czasu do czasu jedynie przez drobne

ciala meteorowe, to jest po prostu

w bledzie. Wiemy juz od dosé dawna,

ze Slorice stanowi érodek ogromnego
babla w oérodku miedzygwiazdowym,
wypelnionego plazma wiatru slonecznego.
Ten nieustajacy strumien jonéw

i elektronéw jest przedluzeniem korony
slonecznej, ktérej temperatura, wynoszaca
milion kelwinéw, zapewnia wydajne
jonizowanie wszelkich obecnych tam
atoméw i rozpedzanie ich do predkosci
setek km/s. Wiatr sloneczny jest silnie
zmienny w czasie — to wiemy dzieki
pomiarom wykonanym przez sztuczne
satelity. Wiadomo tez, ze musi on

do pewnego stopnia ,stuchaé si¢”
slonecznego pola magnetycznego (albo
pole to w jaki$ sposéb modyfikowac),
poniewaz plazma zachowuje si¢ w nim
jak galareta Slizgajaca sie po elastycznych
strunach symbolizujacych linie pola.
Wreszcie obserwacje korony slonecznej
(czy to przy zaémieniach Slornca,

czy w nowszych czasach za pomoca
koronograféw) ukazywaly jej, zmienna
zreszta — asymetrie, z czego wyplywal
wniosek, ze charakter wiatru slonecznego
musi zaleze¢ od szerokosci heliograficznej
miejsca obserwacji. Tego dotychczas nie
mieliS§my mozliwosci sprawdzié, poniewaz
wszelkie sondy badajace Uklad Sloneczny,
ze zrozumialych powodéw, odbywaly loty
w plaszczyinie ekliptyki.

Sytuacja si¢ zmienita. W pazdziernikn
1990 r. z pokladu promu kosmicznego
Discovery wyslano sonde Ulysses, ktdrej
gléwnym zadaniem bylo wykonanie

badan osrodka miedzyplanetarnego

poza plaszczyzna ekliptyki, docelowo
nawet nad biegunami Slofica. Aparature
Ulyssesa stanowily: licznik czastek pylu,
kilka licznikéw czastek natadowanych
nastawionych na rézne zakresy energii
tych czastek (w tym zdolnych do
okreslenia sktadu chemicznego wiatru
stonecznego), miernik kierunku

i natezenia pola magnetycznego, czujniki
promieniowania X, v i fal plazmowych
oraz odbiornik promieniowania radiowego.
Poniewaz bezposrednie wprowadzenie
sondy na okolostoneczna orbite biegunowa
jest poza mozliwosciami wspélczesnych
rakiet, wykorzystano do tego celu Jowisza.




Ulysses polecial wpierw znana trasa

ku Jowiszowi. Dopiero przeleciawszy
koto niege w lutym 1992 r. (,,Patrz

w niebo”, Delta 3/1996), dzieki jego
grawitacji wypadl z plaszczyzny Ukladu
Stonecznego wszedlszy na orbite niemal
do niej prostopadla. 13 wrzeénia 1994 r.
Ulysses osiagnal nieco ponad 80°
szerokosci heliograficznej poludniowej

w odleglosci 2,3 j.a. od Slofica. Lecac
dalej po doéé silnie splaszczonej

elipsie przecial plaszczyzne ekliptyki

w polowie marca 1995 r. i osiagnatl

80° szerokosci heliograficznej pélnocnej
31 lipca 1995 r. Tak zostaly wykonane
pierwsze bezposrednie pomiary wlasnosci
ofrodka miedzyplanetarnego nad oboma
biegunami Slorca!

Oto niektére wyniki misji Ulyssesa.
Opuszczajac Jowisza sonda rejestrowala
predkosé wiatru slonecznego na

poziomie 400 km/s. W miare oddalania
si¢ od plaszczyzny Ukladu Slonecznego
Ulysses zaczal rejestrowaé na przemian
predkoéé wiatru te wlasnie i w przyblizeniu
dwukrotnie wieksza, wreszcie w duzej
szerokodci heliograficznej rejestrowany byl
tylko wiatr o duzej predkosci. Taki wynik
pomiaréw zgadzal sie z przewidywaniami,
wedlug ktérych w plaszczyinie réwnikowej
linie pola magnetycznego przebiegaja
nieradialnie (wskutek obrotu Storica)
stanowiac dla wiatru przeszkode, podczas
gdy w poblizu biegunéw linie pola sa
niemal radialne i wiatr moze wyplywaé
swobodniej. Paradoksalne moze sie

przy tym wydawaé, zZe najszybciej

wiatr wyplywa z chlodnych obszaréw
korony, tzw. dziur koronalnych. Paradoks
znika jednak, gdy rozpatrzeé, co jest
przyczyna, a co skutkiem. Otéz przyczyna
szybkiego wyplywu jest radialnosé pola
magnetycznego, tzn. brak przeszkéd, a to
pociaga za soba szybkie chlodzenie sie
tych wladnie obszaréw korony. Dlatego
np. na zdjeciach Slofica w promieniowaniu
rentgenowskim dziury koronalne wida¢
jako ciemne plamy. To, ze Ulysses
rejestrowal na przemian wiatr szybki

i powolny, wynikalo z rotacji Stofca: jego
0$ magnetyczna nie pokrywa sie z osia
obrotu i dlatego sonda przez pewien

czas byla ,owiewana” na przemian
wiatrem pochodzacym z okolic réwnika
(magnetycznego), powolnym, i z okolic
biegunowych, a wigc szybkim.

Ulysses lecac nad biegunem poludniowym
Slorica niemal wrecz ,zobaczyl”, jak

— zgodnie z przewidywaniami — wzdiuz
spiralnie opasujacych Stofice linii pola

12 elektrony), kazdy o spinie 1/2. Poniewaz spiny dodaja sie jak

wektory, wige z szesciu liczb +1/2 zawsze otrzymamy tylko liczbe
catkowita. Dla “He spiny ustawiaja sie tak, ze daja w sumie zero,
a wiec jest to bozon.

Jesli chcemy obliczy¢, jaka jest energia ukladu zawierajacego N
Jednakowych czastek kwantowych, to musimy wiedzied, ile czastek

w ukladzie ma ped p;, p2 itd. Innymi stowy, konfiguracja liczb

{Npy> Npys ooy Np,., ...} bedzie okrelata stan calego ukladu, gdzie
Np jest liczba czastek o pedzie p. Na przyklad, energia bedzie réwna

2
= Zp £ Ny.

I w tym miejscu pojawia sie gléwna réznica miedzy bozonami

a fermionami. W przypadku bozonéw dowolna ich liczba moze mieé
ped p, czyli N, jest dowolna liczba naturalna (lub zerem). Jesli
chodzi o fermiony, to tylko jedna czastka moze by¢ w danym stanie
kwantowym o pedzie p i spinie o. Innymi stowy, N, = 0, gdy nie

ma fermionéw o pedzie p, N, = 1, gdy jest jeden fermion o pedzie p
1 spinie +1/2 lub —1/2 oraz N, = 2, gdy sa dwa fermiony o pedzie p,
Jeden o spinie +1/2, drugi o spinie —1/2. Opisana reguta stanowi
tzw. zakaz (zasade wykluczania) Pauliego.

W stanie podstawowym (7' = 0) energia uktadu musi byé
najmniejsza, wiec wszystkie bozony beda obsadzaly stan

z pgdem p = 0, czyli beda spoczywaly i ci$nienie takiego gazu

bedzie zerowe (rys. 1). Z powodu zakazu Pauliego tylko dwa
fermiony o spinie +1/2 moga mieé¢ ped p = 0, a pozostale beda
obsadzaly kolejne stany z wiekszymi pedami az do poziomu zwanego
poziomem Fermiego. Schematycznie zaznaczyliémy to na rysunku 2.
Widzimy, ze wigkszos¢ fermionéw porusza sie sprawiajac, ze cinienie
takiego gazu jest niezerowe. To jest przyczyna, dla ktérej gwiazdy
neutronowe nie zapadaja si¢ pod wplywem wlasnej sity grawitacji.
W niezerowych temperaturach sposéb obsadzen stanéw o danym p
ulega zmianie i schematycznie przedstawiliémy to na rysunkach 1

1 2 linig przerywana. Czes¢ czastek przebywa w stanach o wiekszych
wartosciach pedu.
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Rys. 1. Rozklad bozonéw w temperaturach: zerowej i wiekszej od 0 K. Gruba pozioma
kreska w zerowe) energii oznacza kondensacje Bosego—Einsteina ponizej temperatury
krytycznej.

Przyjrzyjmy sie dokladniej bozonom w niezerowych temperaturach.
Okazuje sie, ze wtedy najwiecej czastek jest w stanie o pedzie py = 0,
ale réwniez bardzo duzo jest ich w stanie o pedzie py, ktéry jest
bardzo blisko py.

Zakladamy tutaj, ze czastki sy zamkniete w pudle o duzej, lecz skoriczone) objetosci.

Wtedy skiadowe wektora pgdu przyjmuja tylko wartosci dyskretne (sa skwantowane)
podobnie jak np. energia w atomie wodoru.

Kolejne stany o wyzszych pedach sa obsadzane réwniez przez duza
liczbe bozonéw, aczkolwiek liczba obsadzen ma tendencje malejaca.



magnetycznego przemieszczaja si¢
1 T>0K zgeszczenia plazmy. Bylo to mozliwe dzigki
< T=0K rejestracji radiowej emisji tych zgeszczen.
\ ’/ Obserwacje wyraznie pokazaly tez, jak
zgeszczenia te w miare oddalania si¢ od
Poziom ‘_ Gt Slonica stygna emitujac coraz diuzsze fale
Fermiego 4’ radiowe. ;

Zaskoczeniem natomiast bylo stwierdzenie

T=0K | bardzo szybkich fluktuacji kierunku
_‘__Q— linii pola nad biegunami, i to w skalach
—*——6— czasowych zaréwno sekund, jak i godzin.

4‘_¢——— Przypisuje sie to turbulencjom w wietrze
! i powstajacym przy oddzialywanin

Energia

strumieni wiatru szybkiego z powolnym.
_a—‘Q— 0 Pon Bowiem nie tylko pole magnetyczne
Obsadzenie na kazdy kieruje ruchem plazmy, ale i plazma moze
modyfikowaé ksztalt pola, jezeli tylko

ma na to doéé energii. To samo zjawisko
tlumaczy tez jeszcze inny nieoczekiwany

kierunek spinu

Rys. 2. Rozklad fermionéw (elektronéw) w temperaturach: zerowe) i wigkszej od 0 K.

Teraz mozemy wyjaénié¢, co to jest kondensacja Bosego-Einsteina. fakt. Mianowicie, gdyby pole magnetyczne
Otéz, jest to zjawisko polegajace na tym, ze ponize] pewne] Stotica w poblizu biegunéw tworzylo znany
temperatury 7., zwanej temperatura krytyczna, stan o pedzie pp = 0 kazdemu z czaséw szkolnych gladki ,lejek”,
jest obsadzany przez makroskopowa liczbe czastek. Innymi stowy, to czastki promieniowania kosmicznego
stan ten ma liczbe obsadzen N,, znacznie wigksza niz pozostate moglyby tam wladnie tatwo wzdluz
stany, tzn. linii pola docieraé w poblize Stofica.

& W przypadku Ziemi tak wlasnie jest: '

Npo > Npys Npay - -« czastki (co prawda, nie promieniowania

Okazuje sig, ze bozony lubia gromadzi¢ sie w tym samym stanie kosmicznego, lecz gléwnie wiatru
tworzac co$, co nazywamy kondensatem. Méwimy, ze bozony stonecznego) latwo wpadaja do atmosfery
kondensuja, gromadza sie w stanie o najnizszej energii. To zjawisko w okolicach polarnych wywolujac czesto
jest kwantowym przejsciem fazowym pierwszego rodzaju. tam obserwowane zorze. Tymczasem nad
Czynnikiem odpowiedzialnym za kondensacje jest kwantowa natura biegunami Slonica Ulysses zarejestrowal
czastek i nic poza tym. gnacznie mniej czastek promieniowania

kosmicznego niz oczekiwano. To wladnie
Zgodnie z klasyfikacjg przejé¢ fazowych Ehrenfesta przemiang fazows nazywamy chmtyczny (W ma‘le-l Ska‘h) przel:neg linii
przemiang n-tego rodzaju, jesli potencjal termodynamiczny jest ciagly wraz owi tu dla mch przeszkodg

z pochodnymi do rzedu n — 1 wlacznie, natomiast n-ta pochodna jest nieciagla. Ill!l.CZEJ méwiac, wysoknenergethzrle
Najprostszym przykladem przemiany pierwszego rodzaju jest wrzenie cieczy

w temperaturze nizszej od krytycznej. Wygodnym potencjalem termodynamicznym i ; B :
jest wtedy energia swobodna Gibbsa G zalezna od temperatury T, cidnienia p i liczby »odczuwaja” ten lejek linii pola jako

aG . : . - : A ‘o 7 i
czgstek N. Pochodna (8_) nosi nazgwe potencjalu chemicznego i jest w punkcie bardzo ”ChroPowa'ty : dla‘tEgo duzo z nich

T.p : jest z powrotem odrzucanych w przestrzen.
przemiany ciagla, natomiast pochodne wzglgdem p i T sa nieciagle, plerwsza z nich ;

okreéla réznice gestoéci obu faz, druga — cieplo przemiany. Jak dot%d’ a.pa.ratura U.lygsesa dziala.
bez zarzutu. Przedstawione tu niektére
Szczegbtowe obliczenia teoretyczne pokazuja, ze zjawisko kondensacji wstepne wyniki j_egt.')_ i p__r’zy_padanjq >
bedzie zachodzito, gdy spelniony zostanie nastepujacy warunek okres Slofica spokojnego. Jezeh sonda
3 B dotrwa do lat 2000/2001, to jej nastepny
A'n = 2612. przelot nad biegunami Stoiica wypadnie
jest tzw. termiczna dilugoscia fali, w okresie aktywnosci (obieg Ulyssesa
wokdl Slofica trwa 6,2 lat, czyli jest
w przyblizeniu réwny polowie cyklu
stonecznego). Nie bedzie juz wiedvazanie
jedynym urzadzeniem $ledzacym Stoiice
z Kosmosu. Ostatnio European Space
Agency wystrzelila sonde Solar and
Heliospheric Observatory (o oficjalnym:

czastki promieniowania kosmicznego

2rh?
mkgpT

bedaca odpowiednikiem dlugosci fali de Broglie’a dla pojedynczej
czastki o masie m, natomiast n = N/V jest gestoscia czastek

w ukladzie, T jest temperatura, a kg jest stala Boltzmanna.
Widzimy, ze n ~ €73, gdzie € jest érednig odlegtoscia miedzy
czastkami. Tak wiec kondensacja Bosego-Einsteina zachodzi wiedy,
gdy dlugosé termiczna fali staje sie poréwnywalna ze srednia

We wzorze tym A =

odlegloscia miedzy czastkami A ~ £. Moze to zajsé wtedy, gdy albo skrécie — uwaga! - SOHO). Nawet z
gestosc n jest bardzo duza, albo temperatura 7' jest bardzo niska. lecac daleko od Slofica Ulysses nie bedzie
Zalézmy wiee, ze gestosé czastek (niech beda nimi atomy rubidu, préznowal monitorujac systematycz;

z ktérymi wykonano doéwiadczenie) jest dana, np. n = 10! em™2, wlasnoéci oérodka migdzyplaneta




oraz ze znamy mase molowa czastki mpg; = 85,5 g. Wtedy proste
oszacowania pokazuja, ze T, ~ 107° K.

Tak wiee, aby zaobserwowaé kondensacje Bosego—Einsteina,
musimy schlodzié¢ uktad do temperatur ekstremalnie niskich.
Dotychezas udawalo sie to zjawisko obserwowac tylko w przypadku
atoméw “He. Ponizej temperatury 7. = 2,19 K ciecz przechodzila
do nowego stanu, zwanego stanem nadcieklym o bardzo dziwnych
wiasnoéciach makroskopowych. Jednakze atomy *He bardzo silnie
oddziatuja ze soba i tylko 10% wszystkich czastek jest w stanie

z p=0dlaT =0 K. Nie jest wiec to idealny przyktad kondensacji
Bosego-Einsteina.

W doswiadezeniu wspomnianym we wstepie ochlodzono atomy
8"Rb. W warunkach, w jakich przeprowadzono ten eksperyment,
mozna przyjac, ze sa to czastki nieoddziatujace. Tym samym
wynik powinien by¢ zblizony do przewidywanego teoretycznie.
Prace nad otrzymaniem kondensatu trwaly bardzo dtugo. Od okolo
15 lat bylo to marzenie fizykdéw pracujacych w optyce kwantowej

1 fizyce atomowej. Najwicksze trudnosci polegaly na utrzymaniu
atomow w malym obszarze przestrzeni oraz na ich ochlodzeniu.
Stosujac metody chlodzenia laserowego (w ktérych spowalniano
atomy za pomoca wiazki §wiatla) oraz chlodzenia ewaporacyjnego
(odparowywanie najszybszych czastek) udalo sie otrzymaé
ekstremalnie niskie temperatury. W szczegdlnosci zaobserwowano,
ze w ukladzie zawierajacym okolo 5 000 atomdéw 3“Rb az 500

z nich (ezyli 10%) ponizej T, = 180 nK obsadza stan o najnizsze]
energii, a pozostate byly rozsypane po stanach o wyzszych energiach.
Co wiecej, gdy obniza sie temperature do zera, to liczba czastek

w tym stanie wzrasta do prawie 100%. PéZniejsze eksperymenty
dotyezyly az 30 000 atomdw. Inne grupy zaobserwowaly kondensacje
atomoéw innych pierwiastkéw (np. litu ezy sodu). Musimy jednak
pamietaé, jak trudny jest to eksperyment. Tylko 3 laboratoria na
swiecie sa przygotowane do jego przeprowadzenia.

Doswiadczenie to z pewnoscia przejdzie do historii jako kolejny
dowdd na prawdziwosé mechaniki kwantowej, a autorzy, byé moze,
doczekaja sie wielu prestizowych nagréd. Wazne jest tez, ze otwiera
ono szereg nowych projektéw badawczych dotyezacych poznania
wlasnosci fizycznych kondensatu. Praktycznie na razie nie wiemy
nic na ten temat. Ani jak kondensat oddziatuje ze swiatlem, ani jak
wyglada dokladnie przebieg przejicia fazowego w czasie. Jakie sg
wtlasnoscl termodynamiczne takiego uktadu, czy takie jak przewiduje
teoria Bosego 1 Einsteina? Lista otwartych pytan 1 propozycji
bytaby zapewne dluzsza niz ten artykut. Mamy jednak nadzieje,

ze poinformujemy naszych Czytelnikéw za kilka lat, na jakie pytania
udalo sie juz znalezé odpowiedz.
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Rozwigzanie zadania M 787. Z twierdzenia
cosinuséw wynika, Ze odcinek XY o dlugoéci nie
wigkszej niz 1, ktérego korice lezg na zewnatrz
kola k, widaé ze srodka tego kota, O, pod katem
ostrym:

2|0X||OY|cosa = |OX|* + |OY|* = |XY|? >
=y 2
)-2(@) -1=0,

zatem cosa > 0.

X

N\

Dla punktéw X, Y lezacych na zewnatrz kola k
mozemy wprowadzi¢ pseudoodleglodé d( X, ¥)
réwng mierze kata skierowanego XOY . Spelnia
ona, oczywiscie, nieréwnoéé tréjkata, tzn. dla
dowolnych punktéw X, Y, Z (lezacych poza
kotem k) mamy

d(X,Z)<dX,Y)+dY,Z).
Niech X, Y beda tymi sposréd punktéw
A, B, C, D, pomigdzy ktérymi pseudoodlegloéé d
Jjest najwicksza. Jednak na mocy wezeéniejszego
spostrzezenia albo d(X,Y) < n/2, albo
dla pewnego Z € {A, B, C, D} zachodzi
d(X,Z2)< n/2, d(Z,Y) < 7/2, co na mocy
nieréwnoéci tréjkata dowodzi, iz d(X,Y) < .

Zatem prosta prostopadla do dwusieczne)
kata X OY i przechodzaca przez srodek kola k
spelnia warunki zadania.

* k k k k k k Kk ko ko k k k ok Kk Kk k k ok k kK k k k k ok k ok k ok ok ok kok ok ok ok k ko k k ok ok ok

W moich starych notatkach odnalazlem nastepujacy dowdd
twierdzenia Pitagorasa.

Odkladamy BD = BE = BC = a (patrz rysunek; oznaczenia
standardowe, § = ZAEC). Wtedy tréjkaty ACD 1 AEC sa
podobne (poniewaz (180° — 2+v) + (180° — 26) = 180°, wiec
90° — v = §). Wobec tego

c—a b

b o o
czyli ¢ = a? + b2,

Nie wiem, czy powyzszy dowdd jest gdzies w literaturze; jako
miniatura matematyczna wydaje si¢ byé godny Delty.
Werner MNICH




