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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigea n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadari z matematyki i 2 fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajgc na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnodci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sumeg ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe osdb,
ktére nadeslaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajgcy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
1w ktorejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegotowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Zadania z fizyki nr 225, 226
Redaguje Jerzy B. BROJAN

225. Kulke upuszczono z pewnej wysokodci H na szalke wagi sprezynowej (rys. 1k
od ktdrej odbila sig sprezyscie, w wyniku czego szalka zaczela drga¢ harmonicznie
z amplituda réwna (1/4)H. Odbita kulka spadla ponownie i po drugim odbiciu
wzniosla si¢ na poziom poczatkowy (z ktérego zostala upuszczona). Dla jakiego
stosunku mas kulki m i szalki M takie zdarzenie jest mozliwe?

226. Do #rédla napigcia przemiennego (sinusoidalnego) o amplitudzie Uy = 30 V
przylaczono obwéd skladajacy sie z diody, opornika o oporze 100 € i kondensatora

o duzej pojemnoéci (rys. 2). Charakterystyka diody jest przedstawiona na rysunku 3
— w kierunku przewodzenia jej opér wynosi 10 €2, a w kierunku zaporowym — 1000 €.
lle wyniesie napigcie na kondensatorze po uplywie bardzo dhugiego czasu? Pojemnosé
kondensatora jest tak duza, ze to napiecie osiaga wartoéé stala.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 6/1996
Przypominamy tresé¢ zadan

221. Petle ze sznura o wytrzymatosci W i masie na jednostke 222, Dwie cienkie powloki sferyczne o promieniach ry i ra sa
dlugosci ¢ nalozono na dwa walce o promieniu r obracajace sie ustawione koncentrycznie (pierwsza wewnatrz drugiej) 1 naladowane
z predkodcia katows w (rys. 4). Jaka jest maksymalna wartosé silty réwnomiernie rozlozonymi ladunkami Q4 1 Qa, a w érodku sfer
odsuwajgcej osie walcéw, przy ktérej petla nie ulegnie zerwaniu? znajduje sie punktowy ladunek ¢. Jakie zwiazki musza spelniad
Przyjaé, ze sita oddzialywania migdzy sznurem a walcami nie ma g, @11 Q2, aby powloki byly mechanicznie stabilne, tzn. aby nie
skladowe] stycznej (nie ma wige zadnego przekazu energii), a takze podlegaly silom sciskajacym ani rozciagajacym?

nie wystepuje podlizg.

Rys. 4

Rys. 5

x

221. Zgodnie z przyjetym zalozeniem dzialajaca wzdhiz sznura sila napinajaca ma stala
wartoéé — przyjmijmy, Ze jest ona réwna W (na granicy zerwania). Rozwazmy odcinek

petli o dlugosei dl, ezemu odpowiada kat skrecenia do = di/r. Na ten odcinek dzialaja

dwie sily W (rys. 5), ktérych wypadkowa ma wartoié W da = Wdl/r, oraz sila nacisku ze
strony walca dF. Poniewaz wypadkowa wszystkich tych sil jest réwna dm - a = pdi - w?r,
wiec otrzymujemy dF/dl = (W/r) — pw?r. Calkowita sile F dzialajaca na oé znajdziemy
dodajac rzuty dF na wspélny kierunek (na rys. 4 — kierunek poziomy), co jest réwnowazne
zrzutowaniu odcinkéw di na kierunek pionowy i pomnogzeniu sumy (tzn. érednicy walca) przez
wyliczone dF'/dl. Ostatecznie F = (dF/dl) - 2r = 2(W — gw?r?),

222. Obliczmy sile dzialajaca na maly element powloki o powierzchni dS ze strony reszty
powloki. Jest to réwnowazne wyliczeniu natezenia pola w $rodku malej ,dziurki w powloce”.
Przedstawmy to pole jako sume pola calej powloki bez ,dziurki” oraz pola samej czesci
usunietej (malego kélka), ktdérej tadunek d@) zostal wziety z przeciwnym znakiem. Jesli
punkt, w ktérym badamy pole, lezy nieco wewnatrz sfery (zalozenie bez istotnego znaczenia),
to w nim pole calej powloki jest réwne zeru i pozostaje tylko pole kélka, ktérego natezenie
Jjest w bardzo malej odleglodci od niego takie, jak pole nieskorniczonej plaszczyzny — czyli

1 d@
réwne — —, a po podstawieniu — = — réwne ———. Pierwsza powloka bedzie
2e9 dS i ds  4mr2 8regr? P
w réwnowadze wiedy, gdy obliczone pole w srodku ,dziurki” (dla Q = Q) bedzie przeciwne
do pola tadunku g — stad @, = —2q. W podobny sposéb dla drugiej powloki wyznaczamy

Q2 =—-2(g+ Q1) = 2g.

A oto nieco prostszy wariant rozwigzania. Oznaczmy natezenie pola elektrycznego po

jednej (np. wewnetrznej) stronie powloki jako E, a po drugiej (np. zewnetrznej) — jako £’
Warunek réwnowagi powloki oznacza, ze przy niewielkiej zmianie jej promienia pole nie
wykonuje nad nia pracy, czyli nie wystepuje zmiana calkowitej energii pola elektrostatycznego.
Poniewaz podczas zmiany promienia powigksza sie jeden z dwdch obszaréw przestrzeni,

a zmniejsza drugi, wiec brak zmiany calkowitej energii nastapi tylko wtedy, gdy |E| = |E'|.
Przy niezerowym ladunku powloki oznacza to, ze pole po obu stronach powloki (tuz przy
niej) ma te¢ sama wartosé, a przeciwne zwroty. Otrzymujemy te same warunki, co poprzednio:
Q1 =-29iQ2=-2(g+Q1)=2q.
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Zadania z matematyki nr 327, 328

' Redaguje Marcin E. KUCZMA
: ® o 327. Rozwazamy wielomiany postaci z* 4 az® + bz + ¢, majace cztery pierwiastki

rzeczywiste. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci illoczynu ab.

-

328. Zbiér Z zawarty w plaszczyZnie ma nastepujaca wlasnoéé: dla kazdego
punktu P € Z liczba punktéw Q € Z spelniajacych warunek |PQ| = r wynosi

Termin nadsylania rozwiazari:

31 XII 1996 Pepdy ) e I edys=1, 0 gdy r>1.
Crzoléwka ligi zadaniowej Czy zbiér Z musi byé okregiem?
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzaf Zadanie 328 zaproponowal pan Lestaw Skrzypek z Rzeszowa.

zadan 313 (WT=2,67) i 314 (WT=1,62)

2, numersd 1/1356 Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/1996

Piotr Lipinski - Radom 43,51 . Iy T
Henryk Kornacki ~ Augustéw 42,07 Przypominamy tres¢ zada:
Tadeunsz Jozefczyk = Poznan 38,10

Broemyslaw Gadsifedi— Srada A1) 85 Te 323. Wyznaczyé wszys:._kie potegi liczby 2 (o wy-kladniku calkowitym dodatnim), ktérych zapis
- w siodemkowym ukladzie pozycyjnym sklada si¢ 2z samych jedynek.

324. Punkt G jest srodkiem cigzkosci czworoécianu ABC D wpisanego w sfere o srodku O
i promieniu R. Proste AG, BG, CG, DG przecinajg te sfer¢ odpowiednio w punktach K, L, M, N
1 4

1
Sznych od A, B, C, D). Dowieéé, ze - - — > —

(réznych o - ). Dowieéé, ze GK|? + GL? + [GM|? + GNIZ 2 2
323. Ciag zlozony z z jedynek przedstawia w ukladzie siédemkowym liczbe (7% — 1) /6.
Zadanie sprowadza si¢ wigc do rozwigzania réwnania 7% — 1 = 6 - 2¥, czyli

T gl
w liczbach calkowitych z,y > 1.
Jesli para (z,y) jest rozwiazaniem, to prawa strona tego réwnania dzieli sie przez 4,
wobec czego x musi byé liczba parzysta: z = 2k. Lewa strona jest wiec réwna iloczynowi
(7% + 1)(7* — 1), w ktérym pierwszy czynnik nie dzieli sie przez 3. Zatem

75 41 = 2%, TR _1=3.9Y
dla pewnych liczb calkowitych u > 3, v > 1. Odejmujac te réwnoéci stronami i dzielac przez 2
otrzymujemy réwnoéé 1 = 24~! — 3.2Y~1; ostatni skladnik musi byé liczba nieparzysta.
i Stad v=1, k=1, @ =2, y = 3. Para (z,y) = (2,3) spelnia rozwazane réwnanie i jest jego

jedynym rozwiazaniem.

Rozwigzanie zadania M T86. Jesli 1 i

A =BGk B Dot ek St 32.’4. Ozn'a.czruy: {ﬁ =’ Vi, @ = vg, Cﬁ =v3, O_D’ = Wy, 5&: w,= T 221;,- ¥ Kaz;.ly :
oczywista. W przeciwnym razie zrzutujmy 2 lloczynéw |AG|-|GK]|, |BG|-|GL|, |CG|:|GM]|, |DG|-|GN]| jest réwny R* — |OG|2. Stad
wszystkie punkty na plaszczyzne 1 |AG|? (w—wvp )2

réwnolegla do prostych AC i BD, |GK|? 5= (R? — |0G[?)? i (R? — w2)? i

co sprowadzi zadanie do przypadku,

gdy wezystkie Bunkty lese w joiin) pozostale trzy skladniki rozwazanej sumy wyrazaja sie analogicznymi wzorami. A zatem

p]as'zcz‘y'é.nis:t (rzut prostopadly zachowuje 1 s 1 % 1 s 1 > E(w 71 v‘.)a Z(Rz 0 w2 — 2w - Vi)
diugosé odcinkéw mw.no_]eg_}ych do . IGKPZ T [GLE T [oMP? IGN 2 = (R? —w?)? = (R? —w?)2 =
plaszczyzny rzutowania i nie wydluza

pozostalych). Zalézmy, ze teza zadania . 4R? 4+ 4w? — 2w - 4w d 4 4
nie jest spelniona. P (R2 — w?)? TR

Z twierdzenia cosinuséw wiemy, ze jesli

dlugoéei ramion tréjkata sa mniejsze
od 1, a dlugosé¢ podstawy jest nie i

mniejsza od \/} to kat miedzy ramionami

jest rozwarty. Wynika stad, iz lamana Rozwiazanie zadania M 788. Zalézmy, Ze teza zadania nie jest prawdziwa., Wprowadzmy na
zamknieta ABCD nie moze wyznaczaé plaszczyinie uklad wspdlrzednych i zdefiniujmy punkty:

czworokata, gdyz musialby on mieé " 1 ¥ 1 ’ 1 g 1

wszystkie katy rozwarte. Jesli natomiast i E[ Assat )yl = E{a —4A), B E{-B =S Ew - B),

lamana miataby samoprzeciecie, a4 e 2 ) AR ’ 1

w pewnych tréjkatach musialyby byé po C'=2(C=-¢), = 5{" -C}, D’ = E{D —d); d =g el

lwa kat rarte. Loy e ;

dwa katy rozwarte Latwo zauwazyé, ze [A'a’| = |Aal, |B'Y] = |BY|, |C'c'| = |Ce|, |D'd'| = |Dd|, wiec takze dlugosé

tych ,nowych” odcinkéw jest wicksza od /2. Wynika stad, ze punkty te leza na zewnatrz kola

o drodku w punkcie (0,0) i érednicy /2 (poczatek ukladu wspélrzednych jest érodkiem odecinkdw
A'a', B'Y, C'c', D'd’). Ponadto, z nieréwnoéci tréjkata wynika, iz |A'B’|, |B'C’|, |€'D'|, |D' A],
[a’s'[, |be"], |'d’], |d'a’|, |A'c"|, | D'b’|, |C'a’|, |B'd'| < 1, (czyli po prostu zredukowaliémy zadanie
do ,przypadku érodkowo-symetrycznego” ). Dla przykladu:

et

1 1 1 1 1 "
|1A'B'| = |§r_,4 -a)- E{B— b)| = 15(,4 -B)+ E{b— a)| € E{iAHl +lab)) < (14+1)=1.

c Pozostale nieréwnosci mozna udowodnié w podobny sposéb. Na mocy zadania 787. widzimy,
A ze istnieje taka prosta przechodzaca przez punkt (0,0), ze punkty A’ B’ C', D' leza po jednej jej
stronie, punkty a’,b’, ¢, d' za$ ~ po drugiej. Podobnie, niech przechodzace przez punkt (0,0) proste 3
Gdyby bylo |AC|, |BD| > V3, i v oddzielajg odpowiednio punkty A', D', b, ¢’ od B',C',a’,d' i A’ B',d',c' od D', C",a,' ¥,
to wszystkie kolorowe katy bylyby Jednakze trzy proste przechodzace przez jeden punkt dziely plaszczyzne na nie wiecej niz 6 czesei,
rozwarte. wigc ktéres dwa sposréd punktéw A', B', €', D', a’ b, ¢’, d’ nie sa oddzielone zadng z prostych
Uszyskana sprzecznoéé koniczy dowdd. a, B, v, co prowadzi do sprzecznoéci. Teza zadania jest wiec prawdziwa.

15



