Helikoida 1 katenoida
Pawet STRZELECKI

W artykule W. Gézdzia i R. Holysta mozna
przeczytaé¢ o periodycznych powierzchniach
minimalnych. Matematyk chcialby dorzucié do
zawartych w nim informacji swoje trzy grosze.

Zaczniemy od przypomnienia definicji krzywizny
krzywej przestrzennej. Niech y : I — R bedzie
krzywa gltadka. Krzywizna krzywej y w punkcie y(s)
to odwrotno$é promienia okregu, ktéry najlepiej

ze wszystkich ,udaje” krzywa w otoczeniu

punktu y(s). Gdy krzywa jest sparametryzowana
dtugoscia tuku, tzn. dlugosé wektora stycznego |y’(s)|
jest dla kazdego s réwna 1, to krzywizna jest réwna
liczbie k(s) = |y"(s)|. (Druga pochodna mierzy,

jak szybko w poblizu punktu y(s) obraca sie

wektor styczny do krzywej.) Dla krzywych plaskich
wprowadza sie krzywizne ze znakiem (patrz rys. 3 na
str. 7).

Gdy k(s) # 0, to prosta przechodzaca przez

punkt y(s) i réwnolegla do wektora y”(s) nazywa

sie gléwna normalng do krzywej. (Rézniczkujac
zaleznosé¢ y'(s) - y'(s) = 1 wzgledem s, sprawdza sie,
ze istotnie wektor y’/(s) jest prostopadly do krzywej.)
Sposrod wszystkich plaszezyzn przechodzacych

przez punkt y(s) najlepiej przylega do krzywej jej
plaszezyzna $cisle styczna, rozpieta na wektorach
y'(s) i y"(s).

A jak opisywaé zakrzywienie gladkiej powierzchni

S C R®? Wyobrazmy sobie, ze w ustalonym

punkcie p € S ktos wbil stupek prostopadly do S
(czyli prostopadly do plaszezyzny stycznej), my zas
kroimy S, prowadzac plaskie ciecia wzdluz owego
stupka (czyli wektora normalnego do S). Za kazdym
razem w przekroju otrzymujemy krzywa plaska;

jej krzywizna zalezy w sposéb ciagly od kierunku
ciecia 8 € [0, 7], bo S jest gladka. Istnieja zatem

dwa takie przekroje, ze krzywa lezaca na jednym ma
krzywizne najmniejsza, a na drugim — najwieksza

z mozliwych. Owe ekstremalne krzywizny k; i k2 to
tzw. krzywizny gléwne S w punkcie p, odpowiednie
za$ kierunki cie¢ — tzw. kierunki gléwne. Prawdziwy
Jjest zaskakujacy fakt: jesli ky # ks, to kierunki giéwne
sa prostopadle. Krzywizna Srednia S w p to polowa
sumy krzywizn gléwnych, H := $(k1 + k3).,

Uwaga 1. Gdy przetniemy w p powierzchnig 5 dowolnymi dwiema
prostopadlymi plaszczyznami zawierajacymi wektor normalny do
powierzchni § w p, to suma krzywizn dwéch kraywych plaskich
otrzymanych w przekrojach bedzie réwna podwojonej krzywisnie
éredniej.

Mozna sprawdzié¢ (po niemiltych rachunkach),

ze w ogolnym przypadku krzywizna srednia
powierzchni .S opisanej réwnaniem z = f(z,y) dana
jest wzorem

(1 e f,f)fm:: o szr.fyfn:g + (1 S fg)fyy
AT+ 71 + Ig)°°

oznaczaja odpowiednie
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(1) H=

L e e S

pochodne czastkowe funkeji f). Dla kogo$, kto liznat
nieco rachunku catkowego, niedaleka stad droga

do zwigzku miedzy powierzchniami minimalnymi

a érednig krzywizna. Mianowicie, pole powierzchni

o réwnaniu z = f(z,y) jest réwne calce podwéjnej

Alf) = _//\/1 + f2 + f2dedy.

W 1760 roku Lagrange badal problem znalezienia
powierzchni z = f(,y) o najmniejszym mozliwym
polu wéréd wszystkich powierzchni o zadanych
wartodciach na brzegu ustalonego otwartego
podzbioru plaszezyzny. Jak wykazal Lagrange, funkeja
bedaca rozwiazaniem powyzszego problemu musi

spelniaé tzw. réwnanie Eulera—Lagrange’a dla
funkcjonatu A(f),

(2) (O +F) oo = 2fofyfoy + (L + 2) iy =0.

Rozwigzania réwnania (2) Lagrange nazwal
powierzchniami minimalnymi. W 1776 roku, w swojej
pracy po$wieconej krzywiznie powierzchni, Meusnier
zauwazyl, ze lewa strona réwnania (2) to licznik
utamka stojacego po prawej stronie wzoru (1), a zatem
powierzchnie minimalne 1 powierzchnie o znikajacej
gredniej krzywiznie to jedno i to samo.

Poszukujac réznych rozwiazai réwnania (2), Meusnier
udowodnil nastepujace

Twierdzenie 1. Jedyng obrotowq powierzchnig
minimalng jest katenoida (czyli powierzchnia
powstajgca przez obritl krzywej taricuchowej

y= -})(exp(ax) + exp(—az)) wokdt prostej y = 0; zob.
rys. 1
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Rys. 1. Katenocida.

Szkic dowodu. Powierzchnia S o réwnaniu

z = f(z,y) ma oé obrotu OZ, gdy f zalezy
tylko od odlegtoédci od osi OZ, czyli od z? + y?,
tzn. f(z,y) = h(2? + y*). Warunek H = 0 jest
wéwezas réwnowazny, jak wynika ze wzoru (1),
roéwnaniu rézniczkowemu zwyczajnemu

dh dh\® d%h
—+23(-—-) + =l

e
ds ds ds?

gdzie s = z? + y?. Zmieniajac zmienna niezalezna s

na nowa, majaca sens geometryczny, r = \/z? + y?,

dostaniemy réwnanie
R (r) 4 (B'(r))® + rh”(r) = 0
(primy oznaczaja pochodne wzgledem 7).



Stad, podstawiajac h’ = 1/, otrzymujemy po
prostym rachunku r¢’(r) = ¥(r) + 1/3(r). To juz
jest réwnanie o rozdzielonych zmiennych; catkujemy
je, wstawiamy v = 1/h’ = dr/dh i catkujemy po raz
drugi, by ostatecznie otrzymad

r(h) = ;ll-(exp(ah +b) + exp(—ah — b)),

gdzie a, b sa stalymi. Zatem, S powstaje przez obrét
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Rys. 2. Helikoida z siatka krzywych asymptotycznych.

Meusnier podal takze inny przyklad powierzchni
minimalnej — helikoide (patrz rys. 2). Jest to
powierzchnia, jaka otrzymamy prowadzac przez kazdy
punkt linii srubowej y(t) = (cost,sint,t) prosta
przecinajaca o$ OZ pod katem prostym. Helikoida
jest, oczywiscie, powierzchnia prostokreslna (przez
kazdy jej punkt przechodzi lezaca na niej prosta). Dzi§
wiemy, ze zachodzi

Twierdzenie 2. Jedynym: prostokresinymi
powterzchniami minimalnymi sq: plaszczyzna
1 helikoida.

W pél wieku po ukazaniu sie pracy Meusniera
bezskutecznie prébowal to twierdzenie udowodnié
Scherk. Znalazl za to kolejny przykltad powierzchni
minimalnej: z = log(cos y/ cos 2). Mozna ten przyktad
,wymys$li¢” samemu, szukajac rozwiazan réwnania (2)
postaci £(z,) = 9(2) + h(y).

Rys. 3. Powierzchnia Scherka z = log(cosy/ cosz) sklada sie

z jednakowych kawalkéw, ktdre trzeba rozstawié na czarnych polach
nieskonczone) szachownicy 1 gladko sklei¢, dodajac w narozach pdl
pionowe proste.

Pierwszy dowdd Twierdzenia 2 podal w 1842 roku
Catalan (ten od hipotezy Catalana, stalej Catalana

1 lieczb Catalana; jego nazwisko znane jest Czytelnikom
Delty). Dla ciekawych podajemy
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Szkic dowodu. Skorzystamy z pojecia krzywizny
normalnej (w punkcie p € S) krzywej x lezace)

na powierzchni S. Jest to liczba k,, = k cos@ (patrz
rys. 4).

Rys. 4. Migdzy wektorem normalnym do krzywej 1 wektorem
normalnym do 5 jest kat #; k oznacza krzywizne krzywej.

Meusnier pokazal, ze krzywizna normalna w punkcie p
zalezy tylko od wektora stycznego do krzywe) x

w tym punkeie. Krzywe o krzywiznie normalnej
réownej w kazdym punkcie zeru (np. proste na
powierzchni prostokreslnej) nazywa sie krzywymi
asymptotycznymi.

Zgodnie z Uwaga 1, w otoczeniu kazdego punktu
powierzchni minimalnej istnieja dwie rodziny,

F1 1 Fa, wzajemnie prostopadtych krzywych
asymptotycznych. F; to rodzina zawartych w S
prostych. Warunek znikania krzywizny normalnej
oznacza, ze krzywe rodziny Fs (nie moga to byé
proste, gdy S nie jest plaszezyzna) maja plaszczyzny
scisle styczne pokrywajace sie z plaszczyznami
stycznymi do S. Zatem proste rodziny F; to gléwne
normalne do krzywych rodziny F». Wynika stad,

ze krzywe rodziny Fs sa kolezankami w sensie
Bertranda (patrz Uwaga 2 nizej). Poniewaz jest ich
nieskonczenie wiele, to kazda z nich jest linia Srubowa,
a powierzchnia S — helikoida.m

Uwaga 2. Powiemy, Ze krzywe przestrzenne y i x (o niezerowe]
torsji i krzywisnie) sa kolezankami w sensie Bertranda, gdy
proste bedace gléwnymi normalnymi do y sa jednoczesnie gléwnymi
normalnymi do x. By dokoticzyé dowdd twierdzenia 2, wystarczy
wykazad, ze jedli krzywa y ma dwie rdzne kolezanki w sensie
Bertranda, to ma ich nieskoriczenie wiele; w dodatku jest to mozliwe
wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest linig §rubows.

Na zakonczenie powiedzmy tylko, ze teoria powierzchni
minimalnych jest niezwykle bogata galezia geometrii
rozniczkowe]; stale sie w niej bada ciekawe,
nietrywialne problemy. Sformutowania twierdzen

tej teorii mocno na ogdt przemawiaja do wyobrazni

1 nietrudno je zrozumie¢; dowody za to bywaja bardzo
trudne. Dla wielu matematykow jest to wystarczajaca
motywacja, by z powierzchni minimalnych uezynié
gléwny przedmiot swych zainteresowar.

Szkic dowodu twierdzenia 2 zaczerpnatem z ksiazek:
Barbosa, Colares, Minimal surfaces in R> oraz
M.P. do Carmo, Differential geometry of curves and
surfaces. Te ostatnia szczerze polecam Czytelnikom
chcacym poszerzy¢ wiedze z zakresu elementarnej
geometrii rézniczkowe;].



