
XLVIII OLIMPIADA MATEMATYCZNA

I serIa

Zadania konkursowe zawodów stopnia pierwszego

II seria III serIa

1. Rozwiazac uklad równan

{X, lxi + y . Iyl = l,[x] + [yJ = l.
Uwaga. [t] jest najwieksza liczba

calkowita nie wieksza od t.

2. Punkt P lezy wewnatrz

równolegloboku ABCD, przy

czym LABP = LADP. Wykazac,
ze LPAB = LPCB.

3. Udowodnic, ze dla dowolnych

liczb rzeczywistych a, b 2: l,

e 2: O oraz dla kazdej liczby

naturalnej n 2: l zachodzi nierównosc

(ab+c)n-cS; ((b+c)n-c)an.

4. Udowodnic, ze liczba naturalna n 2: 2

jest zlozona wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieja liczby naturalne a, b, x, y 2: l

spelniajace warunki: a + b = n,
x y
-+-=l.
a b

5. Dwusieczne katów wewnetrznych A, B,

C trójkata ABC przecinaja przeciwlegle

boki odpowiednio w punktach D, E,

F, a okrag opisany na trójkacie ABC

- odpowiednio w punktach K, L, M.
Dowiesc, ze

AD BE CF

DK + EL + FM 2: 9.

6. Wielomian P(x) stopnia n spelnia
warunek

P(k) = ~ dlak=1,2,4,8, ... ,2n.
k

Obliczyc prO).

7. Obliczyc kres górny objetosci

czworoscianów zawartych w kuli o danym

promieniu R, których jedna z krawedzi jest

srednica tej kuli.

8. Niech an bedzie liczba wszystkich

niepustych podzbiorów zbioru

{l, 2, ... ,6n}, których suma

elementów daje przy dzieleniu przez 6

reszte 5 oraz niech bn bedzie liczba

wszystkich niepustych podzbiorów

zbioru {l, 2, ... , 7n}, których iloczyn

elementów daje przy dzieleniu przez 7

reszte 5. Obliczyc iloraz an/bn.

9. Wyznaczyc wszystkie funkcje

f: (1;00) - (1;00) spelniajace

nastepujace warunki:

(f(x))2 - l
(i) f(x + l) = ---- dla x 2: l;

x

(") f k' () f(x) ..11 un cJa g x = -- Jest ograllIczona.
x

10. Punkty P, Q leza wewnatrz

trójkata ostrokatnego ABC,

przy czym LACP = LBCQ oraz

LCAP = LBAQ. Punkty D, E, F

sa rzutami prostokatnymi punktu P

odpowiednio na boki BC, C A, AB.

Dowiesc, ze kat DEF jest prosty wtedy

i tylko wtedy, gdy punkt Q jest punktem

przeciecia wysokosci trójkata BDF.

11. Dana jest liczba naturalna m 2: l

oraz wielomian P(x) stopnia dodatniego

o wspólczynnikach calkowitych majacy

co najmniej trzy rózne pierwiastki

calkowite. Dowiesc, ze wielomian

P(x) + 5m ma co najwyzej jeden

pierwiastek calkowity.

12. Grupa zlozona z n osób stwierdzila,

ze codziennie przez p.ewien okres czasu

trzy z nich moga wspólnie zjesc obiad

w restauracji, przy czym kazde dwie

z nich spotkaja sie na dokladnie jednym

obiedzie. Dowiesc, ze liczba n przy

dzieleniu przez 6 daje reszte l lub 3.

Rozwiazania powyzszych Zadal) (kazde na osobnym arkuszu) maja byc wyslane

pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olimpiady najpózniej dnia

10 pazdziernika 1996 r. 10 listopada 1996 r. 10 grudnia 1996 r.

Rozwiazania przeslane w terminie pózniejszym nie beda rozpatrywane.

Adresy komitetów okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla województwa elblaskiego, gdanskiego i slupskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdansku, ul. Abrahama 18,81-825 Sopot.

Dla województwa bielskiego, czestochowskiego i katowickiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla województwa krakowskiego, krosnienskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Kraków.

Dla województwa bialskopodlaskiego, chelmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Sklodowskiej-Curie 1, pok. 323, 20-031 Lublin.

Dla województwa kieleckiego, lódzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Lódzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lódz.

Dla województwa koninskiego, leszczynskiego, pilskiego, poznanskiego i zielonogórskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48/49, pok. 24, 60-769 Poznan.

Dla województwa gorzowskiego, koszalinskiego i szczecinskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15,70-251 Szczecin.

Dla województwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztynskiego, plockiego, torunskiego i wloclawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,
87-100 Torun.

Dla województwa bialostockiego, lomzynskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8,00-656 Warszawa.

Dla województwa jeleniogórskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroclawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,
50-384 Wroclaw.
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