Najprostsze wypelnienie przestrzeni

jednakowymi wielo$cianami
Matgorzata DWORSKA

Kazdy zapytany o tytulowe wypelnienie przestrzeni wymieni réwne ulozenie

w niej szeSciandéw w ten sposéb, by — jesli juz sie dotykaja — dotykaly sie
wierzchotkami, calymi krawedziami lub calymi Scianami. Wypelnienie
spelniajace taki whasnie warunek na stykanie sie wielogcianéw nazywa

sie normalne 1 uchodzi za regularniejsze, prostsze od innych wypelnien.
Przedstawione na rysunku 1 wypelnienie szeScianami jest normalne, czego wiec
mu brakuje, by uznaé, ze jest ono najprostsze z mozliwych?

Wada ta jest fakt stykania si¢ w jednym punkcie przestrzeni

az osmiu szeSciandéw. Czy istnieje takie wypelnienie przestrzeni

Jjednakowymi wielo§cianami, ze w zadnym punkcie nie styka sie

8 wieloécianéw? Tak. Mozna nawet wskazaé takie wypelnienie

szeScianami — przesunmy troche kolejne warstwy wypelnienia,

od ktérego zaczeliSmy nasze rozwazania. Henri Lebesgue zauwazyl

w 1911 roku (a z czasem i udowodnit), ze przestrzen euklidesows
n-wymiarowa mozna tak wypelni¢ wieloscianami, by w kazdym

punkcie stykalo sie ich nie wiecej niz n + 1, 1 liezby tej zmniejszyé

Rys. 1. Normalne wypelnienie przestrzeni szeScianami.

Rys. 2. Minimalne wypelnienie przestrzeni szescianami;

juz si¢ nie da. Takie wypelnienie przestrzeni nazywa si¢ minimalne.
Dla zwyklej, tréjwymiarowej przestrzeni oznacza to mozliwoéé
wypelnienia jej wieloScianami w ten sposéb, ze w jednym punkeie

! spotyka¢ sie ich bedzie co najwyzej cztery. To znéw mozna
zrealizowaé za pomoca szeScianéw — trzeba je tylko poprzesuwaé

bardziej wymyslnie.

Widzimy jednak, ze wypelnienie — co prawda — stalo sie minimalne,
ale przestalo by¢ normalne. Czy zatem istnieje normalne

1 minimalne wypelnienie przestrzeni jednakowymi wielo§cianami?

I Ono wlasnie zastugiwaloby na okredlenie najprostsze. Okazuje sie,
ze wypelnienie takie istnieje i przedstawienie go jest celem tego

narysowane zostaly tylko dwie warstwy (czarna i kolorowa), artykulu.
na dodatek widziane wzdluz krawedzi, ale chyba mozna

wyobrazi¢ sobie, jakie jest to wypelnienie.

Oczywiscie, nie bedzie to wypetnienie szeScianami. Najpierw wiec
przedstawie odpowiedni wieloician.

Wyobrazmy sobie oémioscian foremny o krawedzi 1, ktéry ma
naroza Sciete plaszezyznami przechodzacymi przez punkty lezace
na krawedziach wychodzacych z jednego wierzchotka w odleglogei
1 od tego wierzchotka. Otrzymana figura (rys. 3) nosi nazwe
tetrakaidekahedron, co znaczy, ze ma 14 Scian, mianowicie

Wi

6 kwadratow i 8 foremnych szesciokatéw (prosze sprawdzié).

Podejrzewam, ze zdecydowana wickszoéé osdb, ktére obejrza
rysunek 3 lub wezma do reki model czternastoécianu, na

pytanie czy da sie takimi brylami szczelnie wypelnié przestrzen?
odpowie NIE. Mozna, oczywiscie, zaproponowaé¢ wtedy wykonanie
kilkunastu modeli (np. sklejonych z tekturki) i podjecie
doswiadczen.

Rys. 3. Otrzymywanie tetrakaidekahedronu z edémicdcianu.

Rys. 4.
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Jak jednak przekonaé si¢ bez wykonywania modeli (bo dla wielu sklejenie choéby
kilku takich wielo$cianéw moze okazaé si¢ zbyt pracochlonne), ze prawidlowa
odpowiedZ na to pytanie brzmi TAK?

Dla usprawnienia dalszych rozwazan oznaczymy $ciany czternastoécianu

w nastepujacy sposéb: szedciokaty widziane na rysunku 4 jako gérne beda nosilty
litere A, a widziane jako dolne - litere B, kwadraty dolny i gérny odpowiednio
litere D i G, wszystkie zas kwadraty boczne — C.
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Rys. 5. Rzut prostokatny
tetrakaidekahedronu.

Przyjrzyjmy sie rzutowi prostokatnemu czternastoscianu na plaszezyzne jego
§ciany D. Jest to osmiokat. Mozna z takich o$miokatéw ultozyé posadzke

na plaszezyznie. Mianowicie utézmy oémiokaty w ten sposéb, by stykaty sie
bokami C'. Otrzymana posadzka nie bedzie szczelna — pomiedzy jej kafelkami
pozostana kwadratowe otwory (rys. 6). Ta sama posadzka to widok z géry
czternasto$cianéw ustawionych (na plaszezyznie, np. na stole) obok siebie w ten
sposéb, by stykaly sie Scianami C'. Wyglada to troche tak, jak kartonowe
panele uzywane w sklepach do jajek.

Rys. 6.

Fakt, ze tetrakaidekahedron wypelnia
szczelnie przestrzen, jest dobrze znany
biclogom, ktérzy zajmuja sie struktura
komdrek rodlinnych, gdyz niektére z nich
maja wlasnie taki ksztalt.
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Przy tym wglebienia sg dokltadnie takie same jak wypuklosci. Biorac zatem
identyczng druga warstwe czternasto$cianéw mozna ja tak ulozyé na pierwszej,
by w miejsce wolnych kwadratéw dolnej warstwy weszly éciany D warstwy
gornej, otwory za$ w drugiej warstwie byly od dotu zatkane $cianami & dolnej
warstwy. Sciany A dolnej warstwy beda dokladnie przylegaé¢ do écian B warstwy
gornej. I tak mozemy dodawaé nowe warstwy bez konca.

Na zakonczenie wypada sprébowaé przedstawié rzecz przestrzennie. Rysunek 7
przedstawia trzy sasiadujgce czternastodciany, a rysunek 8 wieksza ich liczbe.
Ten ostatni jest zdjeciem modelu tej sytuacji zamieszczonym w Kalejdoskopie
Matematycznym Hugona Steinhausa. Tam mozna tez znalezé sugestie, jak
mozna wpas¢ na pomysl, ze czternastoscian jest bryla realizujaca minimalne
wypelnienie normalne przestrzeni. Nie ma natomiast zadnych wskazdéwek
sugerujacych, jak wykazad, ze jest to jedyna bryta o foremnych écianach
spelniajaca oba te zadania. Pozostaje to zatem do zupelnie samodzielnych
dociekan Czytelnika.

Rys. 7. Mozna wyobrazié sobie, ze kazdy z narysowanych Rys. 8.
czternastoscianéw nalezy do innej warstwy budowanego wypelnienia.,
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