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Przygody matematyki

wsród. ludzi (IV)

Operowanie glebia ostrosci nalezy do podstawowych srodków,

jakimi dysponuje fotograf w celu osiagniecia ekspresji zdjecia. Mala

glebia ostrosci pozwala wydzielic fotografowany obiekt z tla, które

w przeciwnym razie rozpraszaloby uwage widza. Zdarzaja sie tez

sytuacje, w których pozadana jest jak najwieksza glebia ostrosci,

niezbedna do wyraznego przedstawienia obiektów polozonych

w róznych planach.

W artykule wyjasnimy po pierwsze, dzieki czemu istnieje glebia

ostrosci, to jest dlaczego mozna uznac za ostro zobrazowane

przedmioty lezace w pewnym (czasem bardzo szerokim) przedziale

odleglosci od aparatu, a nie tylko te, które leza w scisle okreslonym

planie, na który nastawiony jest obiektyw. Po drugie, wykazemy,

jakie czynniki maja wplyw na szerokosc tego przedzialu. I po trzecie,

przedstawimy sposoby obliczania glebi ostrosci w zaleznosci od

ogniskowej obiektywu, przyslony i odleglosci do fotografowanego

obiektu. Do wymienionych zagadnien beda zastosowane prawa

optyki geometrycznej, które sa dobrym przyblizeniem w praktyce

fotograficznej.

(na podstawie wykladów wygloszonych

na antenie Radia Bis)
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Podstawowa zaleta matematyki dla

starozytnych filozofów byla pewnosc jej

stwierdzen. Zadna dyscyplina nauki tak

ongis, jak i dzis nie moze sie pochwalic tak

niewatpliwa, niepod wazalna prawdziwoscia
swoich orzeczen. Zaleta ta zostala

matematyce dana przez greckich twórców

jej kanonów, kanonów uzyskiwania

jej twierdzen, kanonów prowadzenia
rozumowan.

Dla ludzi XVII wieku glówny walor

matematyki znajdowal sie gdzie indziej

- matematyka stosowala sie do kazdej

wlasciwie dyscypliny ludzkiej dzialalnosci,

przynoszac kazdej z nich nowe osiagniecia

praktyczne. Bardzo szeroko do dzis jest

dyskutowana zdumiewajaca stosowalnosc

matematyki w praktyce. Istotnie - jest

czemu sie dziwic. Okazuje sie bowiem,

ze stworzone na drodze intelektualnej

spekulacji Starozytnych zasady, podstawy

matematyki, zawieraja istotnie to,

co w nich widziec chcieli pitagorejczycy:

naj glebsza prawde o Wszechswiecie

i zamieszkujacych go ludziach. Pomysl,

ze nasi przodkowie sprzed 2,5 tysiaca

lat umieli uchwycic to najistotniejsze,

jest dosc szokujacy. Wymyslono dla

uzasadnienia tego zjawiska wiele

róznorodnych objasnien. Sama sprawa

skutecznej stosowalnosci matematyki

uwazana jest jednak ciagle za otwarta.

Niemniej, niezaleznie od tego, czy umiemy

przyczyne tego wyjasnic, czy tez nie,

od siedemnastego wieku nastepuje (az po

wiek dwudziesty) bezustanna ekspansja
metod matematycznych we wszystkich

galeziach ludzkiego dzialania. Najbardziej

spektakularne jest przenoszenie nowych

dyscyplin do ,matematyki. Zdanie to

wymaga wyjasnienia. Otóz powstajace
w XVII wieku akademie nauk mialy

w zasadzie dwa wydzialy: matematyke.
i fizyke. Do matematyki zaliczano te

wszystkie dziedziny wiedzy, w których

dopracowano sie bezwzglednie scislych

metod pozyskiwania prawd. Byla wiec
w matematyce no. geometria. byla

Rysunki l i 2 przedstawiaja sytuacje, w której przedmiotem zdjecia

sa trzy figury szachowe polozone w róznych odleglosciach od

aparatu: król, skoczek i pion. Oba rysunki ilustruja role wielkosci

otworu wzglednego przyslony. Czytelnikom nie parajacym sie

fotografia pomocne bedzie wyjasnienie, ze stosunek ogniskowej

obiektywu f do srednicy otworu D, przez który do aparatu dostaje

sie swiatlo, oznaczany jest liczba przyslony P. Liczby te tworza

standardowo ciag: l; 1,4; 2; 2,8; 4; 5,6; 8; 11; 16; 22; ... poczawszy

od otworu najwiekszego do najmniejszego. Poniewaz kolejne liczby

ciagu oznaczaja srednice rózniace sie w przyblizeniu o czynnik ..;2,

a oswietlenie blony jest proporcjonalne do (D / f)2, to zmienia sie

ono dwukrotnie przy zmianie przyslony o jedna "dzialke" .

Rys. 2

Rys. l
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Po tych jakosciowych wyjasnieniach podamy wzory przydatne do

obliczenia maksymalnej i minimalnej odleglosci, miedzy którymi

znajdujace sie obiekty zostana sfotografowane ostro.

Zwykle obiektywy fotograficzne sa zespolami wielu soczewek;

tu przyjmiemy, ze obiektyw to pojedyncza, pozbawiona wad cienka

soczewka o ogniskowej f.

Na rysunku 1 wybrano duzy otwór wzgledny przyslony, np. 2,

a ostrosc nastawiono na skoczka. Oznacza to, ze obiektyw tak

odsunieto od blony, aby swiatlo dochodzace od pewnego punktu

tej figury bylo skupione na blonie takze w jednym punkcie. Dzieki

temu odwzorowaniu punktu w punkt obraz jest ostry. Inaczej

przedstawia sie sprawa z królem lub pionem. Promienie wychodzace

z punktu na powierzchni króla skupiaj a sie przed blona. N a filmie

tworza wiec slad w postaci krazka, a nie punktu. Podobny krazek na

blonie utworza promienie opuszczajace punkt na powierzchni piona.

Wskutek tego odwzorowania punktów w krazki obrazy króla i piona

na filmie sa nieostre. Mozna wiec stwierdzic, ze glebia ostrosci jest
za mala i nie objela calej scenki.

Zwrócmy uwage, od czego zalezy wielkosc powstalych krazków.

Sa one tym wieksze im wiekszy jest kat utworzony przez skrajne

promienie przechodzace przez otwór w przyslonie i padajace na

blone· Duzy otwór przyslony z rysunku 1 dal wiec slady w postaci

duzych krazków.

I
1,22 2,23

odleglosc od srodka obrazu

dyfrakcyjnego w Aj/D

o

Zobaczmy, co sie dzieje, gdy otwór zostaje zmniejszony. Rysunek 2

przedstawia te same figury, ale fotografowane z przyslona 16.

Widac, ze wspomniany kat utworzony przez skrajne promienie,

zmniejszyl sie i stosownie do tego zmniejszyly sie krazki bedace

odwzorowaniem punktów. Jesli rozmiary tych krazków na odbitce sa

na tyle male, ze nie wywoluja nieprzyjemnego wrazenia rozmazania

obrazu przez nie utworzonego, to uznamy, ze obraz ten jest

ostry. Stwierdzimy wtedy, ze glebia ostrosci jest duza i obejmuje

wszystkie trzy obiekty. Jest to kryterium dosc subiektywne.

W zaleznosci od wymagan stawianych odbitce przyjmuje sie rózne

graniczne dopuszczalne srednice krazków na blonie: od 0,005 mm

do 0,03 mm. Mozna rozwazac tez bardziej obiektywne kryterium

wynikajace z falowej natury swiatla. Wyidealizowanym modelem

powstawania obrazu punktu jest dyfrakcja Fraunhofera na

otworze kolowym. Rozklad natezenia swiatla ma centralne

maksimum otoczone znacznie slabszymi pierscieniami (rys. 3).

Srednica pierwszego minimum

ograniczajacego centralna

plame wynosi c = 2,44).f / D.

Grube oszacowanie uzyskane po

przyjeciu, ze 2,44), = 1 JLm, daje

srednice plamki dyfrakcyjnej

równa P mikrometrów.

Dokladniejszy rachunek

przeprowadzony dla). = 0,58 JLm

(co odpowiada maksimum

natezenia w widmie swiatla

bialego) i f/D = P = 8, daje

c = 11,3 JLm. Usprawiedliwieni

falowa natura swiatla

mozemy wiec dopuscic

rozmycie geometryczne obrazu

o porównywalnych rozmiarach.

Jest to dosc wymagajace

kryterium ostrosci, lecz staje sie

ono lagodniejsze ze wzrostem

liczby przyslony.Rys. 3

Najbardziej spektakularnie matematyzowal

rozmaite dyscypliny do dzis nie

majacy sobie równych w plodnosci
i wszechstronnosci Leonhard Euler

(wystepuje zreszta z tego powodu

w ksiedze Guinnessa). Euler - tu znów

ciekawe zjawisko - reprezentowal w nauce

barwy (kolejno) Szwajcarii, Rosji, Prus

i znów Rosji: uczonych do akademii nauk

danego kraju kupowano tak, jak dzis

kupuje sie pilkarzy do renomowanych

klubów. W przypadku Eulera zakupów

dokonywali kolejno: Piotr Wielki, Fryderyk
Wielki i Katarzyna Wielka, a wiec nie

byle kto. Prace Eulera dotycza wlasciwie

wszystkiego - poza analiza matematyczna,

algebra czy teoria liczb mamy prace

z teorii grafów, dynamiki tak punktu

materialnego, jak i cial sztywnych, prace

z astronomii, hydrauliki, budowy okretów,

artylerii, optyki, muzyki. Jest nawet

pierwsza ksiazka popularnonaukowa,

zeby bylo ciekawiej: dla dzieci - Listy do

ksiezniczki niemieckiej.

od poczatku istnienia akademii optyka

geometryczna. "Reszta" - jeszcze na

poczatku. XIX wieku np. elektrycznosc,

magnetyzm, fizjologia, mineralogia

- byla w fizyce. Znamy konkretna date

przeniesienia mechaniki teoretycznej

z fizyki do matematyki: jest to 1788 rok
osiem lat temu obchodzono nawet

dwóchsetlecie tego wydarzenia (data ta

to rok wydania Mechaniki analitycznej

Lagrange'a). O surowosci wymagan
przy kwalifikowaniu do dyscyplin

matematycznych moze swiadczyc fakt,

ze rezultaty Galileusza, Newtona,

Bernoulliego czy d' Alemberta nie byly dla

takiego awansu mechaniki wystarczajace.

Gdyby ktos chcial porównac

swoje, wlasciwie juz prawie

dwudziestopierwszowieczne umiejetnosci

z umiejetnosciami osiemnastowiecznego

Eulera, niech spróbuje obliczyc, ze sila

kilkuletniego dziecka wystarczy,

by zatrzymac nawet silny samochód

za linke w sytuacji, gdy jest ona

kilkakrotnie (np. 5 razy) owinieta - ale
nie zawiazana - wokól dostatecznie

wytrzymalego slupka.

Efektowne przyklady mocy matematyki

zostaly uzyskane przez Gaussa. W noc

sylwestrowa 1800/1801 Piazzi odkryl

niewielkie ruchome cialo niebieskie,
pierwsza planetoide. I zostala ona

zagubiona, to znaczy po kilku dniach

nikt nie umial tej planetoidy na

niebie odnalezc. Gauss z notatek o jej

kilkugodzinnej obserwacji odtworzyl

polozenie Cerery (bo tak ja potem
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(7)

(6)

(l)

Ich wyprowadzenie wymaga zastosowania równania soczewki

l/f = l/x + l/y oraz wykorzystania proporcjonalnosci boków

odpowiednich trójkatów widocznych na rysunku 1. Tak wiec

odleglosc minimalna wyraza sie wzorem

df2

j2 + Pc(d - J) ,

a maksymalna wzorem

dp

(2) dmax = j2 _ Pc(d - J) ,

gdzie c oznacza najwieksza akceptowalna srednice krazka nieostrosci,

a d - odleglosc, na jaka nastawiono ostrosc aparatu. W praktyce

mamy d ::? f i wystarczy uzycie wzorów przyblizonych

df2

(3) dmin R:! j2 + p "

df2

(4) dmaxR:! j2-Pcd

Jesli d i f sa porównywalne (co moze miec miejsce przy

wykonywaniu makrofotografii, np. d = 500 mm, f = 135 mm),

sensowne moze byc uzycie wzorów dokladnych. W przypadku, gdy

wzory na dmax daja wartosc ujemna, plamka nieostrosci jest mniejsza

od zalozonej wartosci c i nalezy przyjac, ze glebia ostrosci siega do
nieskonczonosci.

Zdarzaja sie sytuacje, w których chcemy, aby glebia ostrosci byla

jak najwieksza i obejmowala zarówno obiekty bardzo oddalone

(np. góry na horyzoncie, dmax = (0), jak i bliskie (np. kepe kwiatów,

dmin = 2 m). Warto wtedy nastawic obiektyw na pewna posrednia

odleglosc zwana odlegloscia hiperfokalna H. Glebia ostrosci bedzie

sie wtedy rozciagac od odleglosci minimalnej równej polowie

odleglosci hiperfokalnej, dmin = H /2, do nieskonczonosci, dmax = 00.

Odleglosc hiperfokalna mozna obliczyc ze wzoru

(5) H = f2 / Pc,

który latwo znalezc ze wzorów (l) lub (2). Zalózmy, ze wspomniane

kwiaty na tle gór fotografujemy obiektywem szerokokatnym

o ogniskowej f = 24 mm i ze dopuszczamy c = 0,03 mm.

Przeksztalcony wzór (5) informuje, ze zamiar sie uda, gdy przyslona

bedzie wyrazac sie liczba wieksza niz 4,8, a wiec np. 5,6. Dyfrakcyjna

granice rozdzielczosci osiagniemy dla P = 10. Przy wiekszych

przyslonach H maleje, co oznacza, ze coraz blizsze plany moga byc

sfotografowane mozliwie najostrzej .

Przytoczmy jeszcze wzór na wielkosc glebi ostrosci g = dmax - dmin

2dPc(d - J)

g = j2 - [Pc(d- J)/fJ2'

który w przyblizeniu d::? f przyjmuje postac

2d2 Pc

g R:! j2 _ (Pcd/ f)2 .

(Ujemny wynik liczbowy oznacza ostrosc od dmin do 00.) Inne

przyblizenie, warte stosowania w makrofotografii, sluszne gdy

f / Pc::? d - f, daje wzór

(8) g = 2(k + l)kPc,

gdzie k jest stosunkiem rozmiarów przedmiotu do rozmiarów obrazu

na blonie. W tym przyblizeniu g nie zalezy od ogniskowej, jesli

tylko obraz zachowuje te sama wielkosc. W wielu dziedzinach

makrofotografii warto poslugiwac sie obiektywem o nieco dluzszej

ogniskowej niz standardowy (np. 80-135 mm), co pozwala utrzymac

wygodna zwiekszona odleglosc od obiektu i zmniejszyc udzial tla na

zdjeciu, a nie ma wplywu na glebie ostrosci.

3

nazwano) tak, ze dala sie ona odszukac.

Podobna sprawnoscia popisal sie póltora

roku pózniej (tym razem zaginela

planetoida Pallas odkryta przez Olbersa).

Z tego rodzaju powodów najwyzsza

miedzynarodowa nagroda astronomiczna

jest imienia Gaussa. Ale gauss to równiez

jednostka magnetyzmu. Od Gaussa

pochodzi telegraf i uzywany do dzisiaj

system map wojskowych. Doswiadczalnicy

beda mu zawsze wdzieczni za teorie bledów

pomiarowych itd., itp.

Najwieksza slawe przynioslo jednak

matematyce wojsko. Jak wiadomo,

od 1789 roku (czyli od rewolucji) do 1815

(czyli Waterloo) Francja toczyla - przez
wieksza czesc czasu zwycieskie - wojny

z cala Europa. Bylo to zdumiewajace,

ze kraj, w którym dokonywala sie

rewolucja i zasadnicze zmiany wszystkiego

byly chlebem powszednim, mial tak

sprawna armie i tak sprawne dla tej armii

zaplecze przemyslowe, iz dawala rade wiele

liczniejszym armiom ustabilizowanych

panstw. To, ze w koncu przegrala, nie

mialo tu istotnego znaczenia. Duzym

problemem dla obradujacych na kongresie

w Wiedniu byla odpowiedz na pytanie,

jak doszlo do tego "wypadku przy pracy".

Odpowiedzi szukano we wlasciwym

miejscu: zdecydowali o tym oficerowie

armii i oficerowie przemyslu, czyli

inzynierowie. Jesli oni byli lepsi, to znaczy,

ze lepiej byli ksztalceni. Juz piecdziesiat

lat wczesniej Fryderyk Wielki wprowadzil

w Prusach i ksiestwach satelitarnych

obowiazkowe i darmowe szkolnictwo

podstawowe, gdyz twierdzil, iz zolnierz

umiejacy czytac, pisac i rachowac

jest lepszym zolnierzem. Rewolucyjna

Francja jakobinów od razu zadeklarowala

powszechne szkolnictwo podstawowe

i srednie, ale z tego - po likwidacji

jakobinów - nic nie wyszlo. Rozwinely

sie natomiast bujnie szkoly wyzsze,

poczatkowo glównie oficerskie. Stalo sie

tak, poniewaz jeszcze za Ludwika XVI
w szkolach oficerskich szukala zatrudnienia

duza czesc intelektualnej opozycji.

Sprawy szkolnictwa wyzszego polaczone
z kierowaniem przemyslem - cóz na

to dzisiejsi wladcy Rzeczpospolitej?

- rewolucja powierzyla (i - o dziwo

nie zmieniano tego mimo zmian ekip

rzadzacych) Gaspardowi Monge'owi,

matematykowi, i Claude' owi Louisowi
de Bertholletowi, chemikowi. Z tej

racji, jak tez z uwagi na zaangazowanie

przez nich do reformy szkolnictwa
matematyków tej klasy, co Lagrange

i Laplace, matematyki w szkolnictwie

wojskowym i inzynierskim bylo bardzo
duzo. Nawiasem mówiac, laczenie


