Sport z matematycznego

i mechanicznego punktu widzenia

Henryk ZOLADEK

Sa dwa zasadnicze powody uprawiania sportu:

— by¢ lepszym od innych, osiagnaé sukcesy (pieniadze

i stawe) lub

— utrzymaé w przyzwoitym stanie kondycje fizyczna

i psychiczna.

(Mozna spiera¢ sie o to, ktére z tych podejsé jest lepsze

i wazniejsze. Wydaje sig¢, Ze nieliczni zajmujacy sie sportem
w Polsce kieruja si¢ gléwnie pierwszym motywem.)

Jednakze kazdy uprawiajacy sport chce byé w pewien
sposob efektywny, np. osiagnaé¢ dobry czas w biegu, daleko
skoczyé itd.

Niewatpliwym i czesto dominujacym czynnikiem

w sporcie jest sita miesni zawodnika. Ale jeszcze czescie)
okazuje sie, ze sama sila fizyczna nie wystarcza do
uzyskiwania dobrych wynikéw. Bardzo wazna jest technika
wykonywanych éwiczen. Wszyscy trenerzy znaja ten
truizm i usilnie wpajaja odpowiednie nawyki swoim
podopiecznym. Wiedza oni réwniez, ze technika rzadza
zelazne prawa mechaniki 1 biochemii.

W niniejszym artykule zamierzamy na przykladzie
kilku dyscyplin pokazaé, w jaki sposéb znajomosé praw
mechaniki i elementarnej matematyki moze przydaé sie
sportowcom.

Jednokladnoséci w lekkiej atletyce

Przytocze trzy ,twierdzenia” pochodzace z ksiazki J. Smitha ,Matematyka

w biologii”.

(a) Predkos¢ rozwijana przez zawodnikéw w plaskim terenie prakiycznie nie zalezy

od ich rozmiarow.

Dla dowodu oznaczmy przez L parametr mierzacy wielko$¢ zawodnika, np. jego
wysokoéé. Wtedy powierzchnia ciala zawodnika jest proporcjonalna do L?, a jego

masa jest rzedu L3.

Moc wydatkowana przez zawodnika na czysty bieg jest proporcjonalna do L2,
Wynika to z faktu, ze okolo 25% energii chemicznej wytwarzane] przez
organizm jest wykorzystywane na prace mechaniczna mieéni, a pozostale 75%
przechodzi w ciepto. Poniewaz iloéé utraconego ciepla jest proporcjonalna do L?
(powierzchnia ciala), wiec uzyteczna energia jest proporcjonalna do L?.

Sita oporu powietrza jest proporcjonalna do kwadratu predkosci v? i do
powierzchni poprzecznego oporu (~ L?). Moc tracona na jego pokonanie jest
rzedu v?L? - v (sita x predkosé).

Mamy zatem v3L? ~ L?, co oznacza, ze
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Oczywiscie, rozmiary zawodnikéw nie réznia si¢ az tak znacznie, aby mozna bylo
potwierdzi¢ to prawo doswiadczalnie. Jesli jednak popatrzymy na §wiat zwierzat,
to stwierdzamy, ze zajac 1 kon rozwijaja podobne predkosci.

(b) Predkosé rozwijana przez zawodnikéw biegngcych pod gdre jest odwrotnie
proporcjonalna do ich rozmiaréw.

Tym razem zawodnik ma do pokonania sile ciazenia, ktéra jest proporcjonalna
do mg ~ L3, (m — masa, g — przyspieszenie ziemskie). Potrzebna na to moc jest
proporcjonalna do L3v. Poréwnujac ja z uzyteczna moca zawodnika dostajemy

L3v ~ L2, czyli

lub

wysoko.

1

v~ L1,

I rzeczywiscie, pies whiega na gére szybko, podczas gdy ko musi zwolnic.

(c) Wysokosé skokow zwierzecia nie zalezy od jego rozmiardw. (Z dosyé
oczywistych wzgledow nie chce stosowaé tego ,twierdzenia” do zawodnikéw).

Energia potrzebna do skoku na wysokoéé h jest proporcjonalna do mgh ~ L3h.
Powinnismy ja poréwnaé do F - L, gdzie F' jest sila rozwijana przez miesnie
podczas odbicia. (Tutaj h nie wystepuje, poniewaz podczas lotu miesnie

nie wykonuja pracy). Sila F jest ograniczona przez wytrzymalosé kosci
proporcjonalna do ich przekroju poprzecznego, czyli F' ~ L?. Zatem L*h ~ L?

h~ 1LY,

I rzeczywiscie, gryzon stepowy — skoczek 1 kangur skacza mniej wiecej tak samo
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Poszukujemy takiej funkeji v(x), aby przy A ustalonym T' bylo minimalne. Jest
to typowe zadanie z rachunku wariacyjnego. Twierdze, ze takie v(xz) musi byc
stale.

Aby to wykazaé, zastapimy calki sumami Riemanna:

N N
Y fw), D e(my=8y
1 1

gdzie f = 1/v, g = F(v)/v, B = const ~ NA. Pytamy o vy, ..., vy realizujace
minimum pierwszej] sumy. Z drugiego wiazacego warunku wyznaczamy
N-1

vny =g~ (B — 3 g(v;)) (jedli funkeja g nie jest odwracalna, to jako g~*
1

wybieramy jedna z galezi jej przeciwobrazu) i zadanie sprowadza sie do szukania
punktéw minimum funkeji

N-1 N-1

h(vl, g '3"‘-"N—'1) = Z f(’vg) +f Og‘_l(B i Z g(?..lg')).
1 1

Widaé, ze funkcja jest symetryczna wzgledem v;. Ograniczajac ja do
zmiennej v;, przy ustalonych pozostalych v;, stwierdzamy, ze ta nowa funkcja
tez osigga minimum. Obliczajac jej pochodna przekonujemy si¢, ze minimum
jest osiagane przy vy = vg = ... = vn_1 = V.. Oczywiscie, takie vy = v,.

Przyklad ten (z moimi modyfikacjami)  (Pozostawiamy Czytelnikowi samodzielne uzupelnienie tego dowodu.)
zaczerpnalem z ksiazki Sadowskich
(L.E. Sadowski, A.L. Sadowski)

Teraz dokonczenie zadania jest proste. Mamy T = L/v
»Matematyka i sport” (po rosyjsku). J p y / ]

Zainteresowani moga w niej znalezé b(]/'”* + by + bovy + 531}3 < A/L
ciekawe zastosowania metod " 3 & @ i i i g
probabilistycanych w sedziowaniu i poszukujemy maksymalnego v, < v, spelniajacego powyzsza nieréwnosc.

zawoddw sportowych 1 w prognozowaniu Rozwiqz anie jest na,st(gpuj ace.
wynikéw. Jest tam réwniez takie

intrygujace zdanie: Najlepszq taktykq jest albo przebiec caly dystans z maksymalng predkoscia, albo ze
JIstnieje poglad, ze idee Czebyszewa, Sia:@ Opfymafﬂ@ Pﬂ?dkﬂslf-'f%-

dotyczace rozcinania tkanin, byly . A i N . . ,
wykorzystane przy konstruowaniu Pierwszy przypadek dotyczy sprintéw, a drugi srednich 1 dlugich dystansow
sukiennego obszycia pilki tenisowe].” (np. sposéb biegania Bronistawa Malinowskiego).
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Mechanika éwiczen gimnastycznych

Gimnastyka sportowa, jak zadna inna dyscyplina sportowa, jest bardzo
techniczna i wykorzystuje do maksimum prawa mechaniki. (Na Zachodzie
gimnastyka sportowa nazywa sie artistic gymnastics, a nasza gimnastyka
artystyczna nosi miano rhythmic gymnastics). Sprébujemy krétko opisac
niektére elementy i czynniki wplywajace na jakos¢ wykonywanych ¢wiczen
gimnastycznych.

(a) Stabilno$é. Na rysunku 1 sg przedstawione cztery typy polozen réwnowagi
uktadéw mechanicznych: nieokreslone (a), stabilne (b), niestabilne (c)
i wzglednie stabilne (d).
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Rys. 1

Najwazniejsze w gimnastyce sa wzglednie stabilne polozenia réwnowagi.

Do nich zaliczaja sie éwiczenia na réwnowazni, stojki na rekach (na podlodze,
na poreczach, na kétkach) itp. Istotnym parametrem takiego polozenia
réwnowagi jest moment stabilnosei

Py,

gdzie P jest ciezarem, r za§ odlegloicia rzutu $rodka ciezkosei gimnastyka
(na plaszczyzne pozioma) od brzegu obszaru oparcia (patrz rys. 1d).

Bardzo czesto gimnastyk musi zachowywaé réwnowage
podczas wykonywania éwiczeni. Ma to miejsce podczas
przechodzenia w stojke (tzw. spiczaga), przy wymachach
na niskich poreczach (rys. 2), przy wykonywaniu kot na
koniu z tekami i przy ladowaniach przy zeskokach. Zwykle
zachowanie wzglednego polozenia réwnowagi jest procesem
sterowanym. Kazdemu odchyleniu ciata od réwnowagi

Rys. 2

I powinien odpowiadaé¢ kontrujacy wysitek gimnastyka. Rzut
srodka ciezkosci zmienia si¢ 1 przechodzi (nieraz wielokrotnie)
przez punkt oparcia.

(b) Kinematyka. Gimnastyk moze by¢ traktowany jako cialo sztywne

(z duzym przyblizeniem) albo lepiej jako uktad ztozony z kilku sztywnych
elementéw polaczonych gibkimi zlaczami (stawami). Ruch gimnastyka mozna
rozlozy¢ na ruch jego srodka ciezkosei, ruch obrotowy calego ukladu wokét
srodka ciezkosci 1 wzgledne ruchy czlonkéw ciata gimnastyka.

Ruch srodka cigzkosei jest dobrze znany. Przy skokach i zeskokach porusza sie
on po paraboli, ktérej parametry sa okreslone przez dlugosé wektora predkosci
poczatkowej i przez poczatkowy kierunek lotu. Zadne, najbardziej nawet
aktywne, sztuczki podczas lotu nie moga zmienié tego toru. Istotny jest fakt,

ze do 80% czasu calego zeskoku (z drazka, kélek, poreczy) zabiera ruch powyzej
przyrzadu. Zmiana wysokosci przyrzadu nie ma istotnego wplywu na czas
zeskoku.
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Rys. 4

Ruch obrotowy ciata wokol srodka masy jest bardzie)
ztozony. Jako cialo sztywne gimnastyk ma trzy
wlasne osie obrotu (sa to trzy kierunki wtasne

tzw. tensora bezwladnoéci). Wokél poprzecznej osi (a)
(patrz rys. 3) sa wykonywane salta w przdd i w tyl,
przerzuty i fiflaki. Wokét osi podtuznej (b) wykonuje
sie obroty, najczescie] stosowane w tyzwiarstwie
figurowym. Obroty wokét przednio-tylnej osi (c) sa
rzadziej wykonywane (przy saltach bokiem, gwiezdzie
i wymachach na koniu z tekami).

Czesto obroty maja zlozony charakter. Zawodnik
obraca sie wokét chwilowej osi obrotu, ktéra moze
ewoluowaé 1 nie musi pokrywa¢ sie z zadng z wlasnych
osi. Na przyklad, gdy zawodnik wykonuje na drazku
salto z podwdjnym obrotem (rys. 3d), mamy do
czynienia ze zlozeniem obrotéw wokdt trzech osi naraz.

(¢) Dynamika. Dynamika é¢wiczen gimnastycznych

opiera sie na dwéch prawach Newtona. Drugie méwi,
ze

£ e

a w przypadku ruchu obrotowego przyjmuje postaé
dM

(1) er:?, M= Jw,

gdzie m — masa, a — wektor przyspieszenia, F — sita,
r — wektor polozenia punktu przyltozenia sily,

M — moment pedu, I — moment bezwladnosci
wzgledem tej osi, w — wektor predkosel katowe;.
Trzecie prawo dynamiki méwi, ze kazde dziatanie
sita F jednego ciala na drugie wywoluje reakeje
(réwna —F') drugiego ciala na pierwsze.

W gimnastyce wystepuja nastepujace sity: sita
ciezkosei, sity odérodkowe 1 dosrodkowe, sity Coriolisa,
sily oporu 1 sily tarcia.

Dziatanie sity ciezkosci w przypadku braku kontaktu
z przyrzadem wywoluje ruch opisany w poprzednim
punkcie. Gdy gimnastyk utrzymuje kontakt

z przyrzadem, to sila ciezkosci wplywa na ruch
obrotowy gimnastyka wokdl punktu zaczepienia.
Przy tym zmieniajac uktad swego ciata sportowiec
moze zmieniaé¢ parametry w réwnaniu (1), tzn. v i /,
i wplywaé tym samym na zmiany predkosci katowe]
obrotu w. Jako przyklad éwiczenia, w ktérym te efekty
sa wykorzystywane, moze stuzy¢ wychwyt na drazku
(patrz rys. 4).




Rys. 5

Poczatkowo zawodnik wykonuje zamach w przéd i w maksymalnym polozeniu
(pozycja 16) sita ciezkosci ma duzy moment. Nastepnie gimnastyk przybliza
wyprostowane nogi do drazka i wykonuje kopniecie w przéd, nie odrywajac
jednak nég od drazka. W ten sposéb cialo przybliza sie do przyrzadu (I maleje)
i zwieksza sie szybko$é powrotnego obrotu. Szybszy ruch nogami umozliwia
swejécie” na drazek.

Sita doérodkowa dziata na zawodnika wykonujacego obrét i jest odpowiedzialna
za zmiane wektora predkosci v w kierunku osi obrotu. Wyraza si¢ wzorem
2
mv
Py = = mw’r.
r

Sita odérodkowa jest sila reakeji zawodnika na przyrzad i zgodnie z trzecim
prawem Newtona ma przeciwny zwrot. Te dwie sity powoduja znaczne
przeciazenia na zawodniku i na przyrzadzie. Moga kilkakrotnie przekroczyé

ciezar ciala gimnastyka.

Na rysunku 5 pokazano krzywa wielkosci tych sit w zaleznosci od kata
obrotu przy duzym obrocie w tyl na drazku. Ta krzywa przypomina znana
w matematyce lemniskate Pascala 1 jest krzywa zakreslana przez gryf drazka.
Duza petla odpowiada ruchowi pod drazkiem, a mata ruchowi nad drazkiem.

Sita Coriolisa wyraza sie wzorem
Fo=—-2mwxv

i pojawia sie przy zmianach pozycji gimnastyka podczas ruchu obrotowego.
Na rysunku 6 pokazano jej dziatanie: m; jest masa tulowia gimnastyka, my jest
masa jego nog. Gdy sportowiec zgina nogi w dolnym polozeniu, to masa m,
porusza sie w gére z predkoscia v, 1 wywolana tym ruchem sita Coriolisa Fe
odchyla nogi do tylu. Przy rozginaniu nég sita Coriolisa dziala w przeciwnym
kierunku. Odpowiednie inercyjne sity Coriolisa dzialaja na tuléw m;.

o

Rys. 6

Dziatanie sil oporu 1 tarcia ma znaczenie przy wyskokach. Przy tym, jeshi
wykonujemy salto, to istotny jest moment sit dziatajacych wzgledem $rodka
ciezkosci. Uzyskujemy w ten sposéb pewien moment pedu [w. Potem,
korzystajac z prawa zachowania momentu pedu i zmieniajac I (poprzez
zgrupowanie sie), zwiekszamy czestosé obrotu w i nastepnie rozprostowujemy
sie spadajac na nogi po wykonanym obrocie w przod.

Na zakonczenie pragne przedstawi¢ mechanizm wykonywania obrotow wokol
osi podtuznej w locie, tzn. bez uprzedniego nadania momentu pedu poprzez
dzialanie sily oporu. Gimnastyk nie jest w stanie sam stworzy¢ momentu pedu
z niczego 1 wydaje sie, ze taki obrot nie jest mozliwy. A jednak gimnastycy,
akrobaci i skoczkowie do wody takie obroty wykonuja.

Najprostszy przyktad takiego ruchu przedstawia obrét w zwisie na jednym
kétku. Gimnastyk zaczyna wykonywaé ruchy typu ,hula-hop”. Przy tym stopy,
miednica i ramiona zaczynaja opisywaé nieduze okregi. Natychmiast pojawia si¢
wymuszony obrét calego uktadu w kierunku przeciwnym do ,hula-hop”.

5



Rys. 7

Rys. 8

Ten ostatni jest zadanym obrotem. Charakterystyczne
Jjest to, ze zaprzestanie ruchdw ,hula-hop” prowadzi
do natychmiastowego zatrzymania obrotu. Podobne
ruchy wykonuje kot, gdy wolno puszczony w powietrzu
obraca sie i spada na cztery tapy.

Schemat tego mechanizmu jest pokazany na rysunku 7,
gdzie cialo jest traktowane jako dwuczlonowy
cylindryezny model. Gdy cylindry zaczynaja sie
obracaé, opisujac stozki wokét osi X, to natychmiast
pojawia sie przeciwnie skierowany obrét cylindréow
wokét os1 Xy 1 Xo. W sumie te dwie osie przedstawiaja
wygieta podtuzna ,,08” obrotu. Suma momentéw pedu
opisanych wyzej dwu obrotéw ( hula-hop” wokét

osi X 1 wokot X U Xg) wynosi zero.

Materialy o gimnastyce zaczerpnalem z rosyjskiego
podrecznika dla instytutéw kultury fizycznej
»oportowa gimnastyka”. Zainteresowanym podobnymi
zagadnieniami polecam ksiazke , Fizyka sportu”
autorstwa rodzimego fizyka — Krzysztofa Ernsta.

Halsowanie w zeglarstwie
jako sposéb sterowania

Zwykty uklad ewolucyjny jest okredlony przez

uktad réwnaii rézniczkowych (pole wektorowe):

w kazdym punkcie przestrzeni polozent uktadu jest
okreélony wektor predkosci zmian tego uktadu. Dla
uproszczenia przyjmijmy, ze przestrzenia polozen jest
plaszczyzna R2. W kazdym punkcie 2 € R? mamy
wektor v(z) € R2. Trajektoriami ukladu sa krzywe

t — x(t), ktérych wektory styczne pokrywaja sie

z wektorami pola, d—j = v(z(t)).

Uklad sterowania okresla sie przez zadanie w kazdym
punkcie przestrzeni polozen nie jednego wektora
predkosci, lecz calego zbioru tych wektoréw
nazywanego trajektorig dopuszczalnych
predkosci.

Zadanie sterowania polega na tym, aby wybierajac

w kazdym momencie wektor predkosci z danego zbioru
dopuszczalnych predkosci, osiagnaé okre§lony cel

(np. dojs¢ w jak najkrétszym czasie do zadanego celu
- podzbioru R?).

Latwo zauwazy¢, ze zadanie sterowania jachtem nalezy do tej klasy problemdéw.
Gdy wieje silny wiatr o ustalonym kierunku, to zbiér dopuszczalnych predkoéci
ma ksztalt pokazany na rysunku 8 (i nie zalezy od punktu z). Sterowanie

w kierunku zgodnym z kierunkiem wiatru nie przedstawia zadnych trudnoéei.
Natomiast ruch w kierunku przeciwnym jest mozliwy tylko przy stosowaniu
halsowania. Strategia polega na systematycznych zmianach ruchu z réznymi
predkoéciami nalezacymi do dopuszczalnego zbioru. Srednia predkosé ruchu
przy takiej mieszane]j strategii nalezy do zbioru érednich arytmetycznych
wykorzystywanych wektoréw. Stad mamy wniosek, ze

zawsze zbior dopuszczalnych predkosci mozna zastapié jego otoczkq wypukly.

Ruch we wszystkich kierunkach jest mozliwy, gdy 0 nalezy do otoczki
wypuklej (jak na rys. 8). Oczywiscie, jesli wiatr jest bardzo silny, to ani zbiér
dopuszczalnych predkosci, ani jego otoczka wypukta nie zawieraja 0 i niektére
kierunki ruchu sa zabronione (patrz rys. 9).

6



W ogdlnym przypadku cel moze by¢ osiagniety (po pewnym czasie) tylko
dla pewnego podzbioru punktéw startowych, ktéry nie musi pokrywaé sie
Odsylamy Caytelnili do Bapulsend] 2z plaszczyzna R?. Nazywamy go obszarem osiggalnoéci.

ksiazki V.I. Arnolda ,Teoria katastrof” . . :
(po rosyjsku i angielsku). Interesujacym matematycznym problemem jest zbadanie brzegu obszaru

osiagalnosci. Jedli zbidr dopuszczalnych predkosci gladko zalezy od punktu i jest
typowy (cokolwiek to stowo oznacza), to brzeg obszaru osiagalnosci sklada sie

z gladkich kawatkéw i punktéw osobliwych (punktéw niegtadkosci). Okazuje sie,
ze typowe osobliwosci brzegu zbioru osiagalnosci sa czterech typéw. Trzy z nich
sa bardzo proste; sa takie same jak wykresy funkecji

" y= |z, o8 y = z|z|, 3° y = z2|z|.
Czwarta osobliwosé jest bardziej zlozona 1 nie opiszemy jej tutaj.

Osobliwosci typu 1° i 2° mozna zobaczy¢ na przykladzie przedstawionym

na rysunku 10. Zaklada sie, ze zbiér dopuszczalnych predkosci jest staly

i dopuszczalne predkosdci leza w kacie o rozwartodci mniejszej od 180°.
Dopuszczalne wektory na brzegach tych katéw okreslaja graniczne predkosei.
Mamy dwa pola granicznych predkosci; kazde z nich ma swoje trajektorie.
Dostajemy dwie rodziny krzywych zwanych granicznymi krzywymi (patrz
rys. 9).

Rys. 9

Rys. 10

W sytuacji z rysunku 10 brzeg obszaru osiagalnoéci sktada sie z kawaltkdéw
granicznych krzywych i z kawalkéw brzegu. Punkty rozdzielajace te kawalki sa
osobliwosciami typu 1° (kat) i typu 2° (nieciaglo$é krzywizny).

o

Rozwigzanie zadania M781. Mleko nie wywoluje uzaleznienia (jest to p

an

niekoniecznie odswierciedlajacy poglady redakcji Delty). Poza tym tylko czesé kow ow przesiaduje
w saloonach samotnie (nawet gdy nie-kowboje 2z niezrozumialych wzgleddw omijaja saloony)

Przeprowadzmy obliczenia podobnie jak w zadaniu MT80. Niech

V.= 1, jesli do i-tego saloonu zawital dokladnie jeden kowbaj
"7 10, w przeciwnym przypadku
Woéwezas ¥ = Y1 4+ Ya 4+ ... 4+ Yioo jest liczbg kowbojéw pijacych samotnie. Mamy, oczywiscie,
EY =E(Y1+Y:24 ...+ Yi00) =EY1 + EYa+4 ... + EYj00 =
s , . 100 1 1 2
=PY1=1)+P(Y2=1)+...4+ P(Yion = 1) = 100 I_ |l = — —
1 0o 100
1007 10 nnd i
= — (1= — = = 37,15,
99 100 — 9%e

Srednia liczba kowbojéw pijacych samotnie nie siega wiec polowy ogdlnej ich liczby, whrew

insynuacjom szeryfa.



