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Uwaga: W zwiazku z terminowym

ukazywaniem sie Delty na rozwiazania
zadan ligowych czekamy do konca
mieSIaca

n+2.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 209 (WT=1,86) i 210 (WT=2,20)
z numeru 12/1995

Aleksander Surma - Myszków 35,53

Jaroslaw Lazuka - Warszawa 35,16
Przemyslaw Gworys - Czestochowa. 30,61

Przemyslaw Gadzinski - Sroda. SI. 26,68
Artur Gawryszczak - Dubeczno 16,36

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadalI z fizyki z numeru 4/1996

Przypominamy tresc zadan:

217. Bardzo dluga jednorodna pozioma belka opiera sie na wielu równo odleglych podporach. Jesli

pada snieg obciazajac belke równomiernie, to pierwsze zlamanie belki nastapi w jednym z punktów

podparcia czy w jednym z punktów srodkowych miedzy podporami? Zakladamy, ze: a) odchylenie

belki Y(:I;) w punkcie x od prostej poziomej jest niewielkie, b) belka podlega prawu Ilooke'a,

tzn. w kazdym punkcie jej krzywizna (zgodnie z punktem a) równa drugiej pochodnej y"(:1'») jest
proporcjonalna do momentu sily zginajacej.

218. Glosnik zamknieto pod kloszem pompy prózniowej. lle powinno wynosic cisnienie pod

kloszem, aby dzwiek dobiegajacy na zewnatrz byl o 20 dB slabszy niz przy cisnieniu normalnym?
Temperatura powietrza jest ustalona.

217. Przyjmijmy, ze odleglosc miedzy podporami wynosi 2a, a obciazenie (sile) na jednostke

dlugosci belki oznaczmy przez J. Niech x bedzie wspólrzedna wzdluz belki, a x = O

- jednym z punktów podparcia. Dalej oznaczmy odchylenie pionowe jako y( x), a moment

sily wyginajacej jako M(x), przy czym dodatnia wartosc M odpowiada dodatniej drugiej

pochodnej y" (taki jest ten znak w okolicy punktu x = a). Rozwazmy maly odcinek belki

od punktu x do x + dx, a dla ustalenia uwagi przyjmijmy O < x < a. Dziala na niego z lewej

strony prawoskretnie moment M(x), a z prawej lewoskretnie M(x + dx); ponadto latwo

wyliczyc wartosc sily pionowej Fpion = J(a - x) dzialajacej miedzy elementami belki. Moment

tej sily wynosi w odniesieniu do naszego malego odcinka J(a - x)dx ("male wyzszego rzedu"

zostaly pominiete), a zwrot jest prawoskretny. Warunek równowagi przybiera wiec postac

M(x + dx) = M(x) + J(a - x) dx.

Calkujac to równanie znajdujemy funkcje M(x)

M(x) = Mo + Jax- Jx2/2.

Zgodnie z zalozeniem M jest proporcjonalne do y". Calkujac ponownie (z uwzglednieniem

warunków poczatkowych y(O) = y' (O) = O) otrzymujemy

y(x) = const(Mox2/2 + Jax3/6 - Jx4 /24).

Nalezy jeszcze wykorzystac warunek y(2a) = O (albo y'(a) = O). Stad wynika Mo = - Ja2 /3,

a dalej w srodku miedzy podporami znajdujemy M(a) = Ja2/6. Bezwzgledna wartosc M

jest wiec dwukrotnie wieksza w punktach podparcia i tam zlamanie belki jest najbardziej

prawdopodobne.

Powyzszy dowód mozna uogólnic na przypadek dowolnego (niekoniecznie równomiernego)

rozkladu obciazenia wzdluz belki - byle tylko nie bylo ono skupione wylacznie w srodkach

miedzy podporami.

218. Obnizenie poziomu natezenia 020 dB oznacza IDO-krotny spadek natezenia

(tzn. IDO-krotny spadek mocy fali dzwiekowej). Przy ustalonej amplitudzie i czestotliwosci

drgan membrany glosnika moc fali jest natomiast proporcjonalna do gestosci gazu. Dokladny

dowód tego faktu mozna znalezc w podrecznikach akademickich (np. Fale Crawforda), ale do

naszych celów wystarczy nastepujace proste rozumowanie: przy dwukrotnie wiekszej gestosci

membrana wprawi w ruch z ta sama predkoscia element objetosci gazu majacy dwukrotnie

wieksza mase, zatem nada mu dwukrotnie wieksza energie kinetyczna; poniewaz energia

kinetyczna stanowi dokladnie polowe energii fali, wiec i calkowita energia ulegnie wtedy

podwojeniu. Zatem w naszym problemie gestosc powietrza powinna zmniejszyc sie stukrotnie,

a z równania Clapeyrona wnioskujemy, ze w takim samym stosunku obnizy sie cisnienie - czyli

wyniesie ono okolo 1000 Pa.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1996

Przypominamy tresc zadan:

319. Rozwiazac uklad równai\:

(l + x2)y = x, 12y3 + z = 3y + 2, 13z - 51 = l - x .

320. Dla danych liczb dodatnich R i ", spelniajacych warunek
R ~ 2,·, obliczyc kres dolny oraz kres górny pól trójkatów

wpisanych w kolo o promieniu R i (jednoczesnie) opisanych na Iwie
o prOffileniU r.

--,• 44
319. Zalózmy, ze liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja ten uklad. Liczba y = x/(1 + x2) ma

modul nie wiekszy od 1/2, a zatem 1 - 4y2 2: O.

Przypuscmy, ze x > O. Wtedy takze y > O, wiec z = 2 + 3y - l2y3 = 2 + 3y(1 - 4y2) 2: 2; stad

3z - 5 2: 1, wobec czego x = 1 - 13z - 51 S O. Sprzecznosc.

Przypuscmy z kolei, ze x < O. Wtedy y < O, wiec z = 2 + 3y(1 - 4y2) S 2. Nierównosc

miedzy srednia arytmetyczna a srednia geometryczna trójki liczb Hl - 4y2), l (1 - 4y2),

4y2 prowadzi do oszacowania y2 (1 - 4y2)2 S t; .Stad Iyl(l - 4y2) S ~v'3< ~, czyli

Y(l - 4y2) > -~, i w konsekwencji z = 2 + 3y(1 - 4y2) > t. Z uzyskanych oszacowan wynika,

ze -1 S 3z - 5 S 1; zatem x = 1 - 13z - 51 2: O. Sprzecznosc.

Pozostala mozliwosc, ze x = O. Wtedy y = O, z = 2. Ta trójka liczb istotnie spelnia podany

uklad równan i jest jego jedynym rozwiazaniem.

320. Liczby a, b, c sa dlugosciami boków trójkata wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie liczby

dodatnie x, y, z, ze a = y + z, b = z + x, c = x + y. Promienie r i R (okregów: wpisanego

i opisanego) oraz pole S takiego trójkata wyrazaja sie wzorami:

xyz

x+y+z'
r= (-a + b + cHa - b + cHa + b - c)

4(a+b+c)

r(a+b+c)
S = ~--- = r(x+y+ z),

2

R _ abc _ (y + zHz + x)(x + y) _ yz + zx + xy _ ~
-4S- 4r(x+y+z) - 4r 4'

z których wyznaczamy wartosci podstawowych form symetrycznych zmiennych x, y, z:

(1) x+y+z=S/r, yz+zx+xy=4Rr+r2, xyz = S".

Liczby x, y, z sa wiec pierwiastkami wielomianu

(2) P(t) = t3 - (S/r)t2 + (4Rr + r2)t - Sr.

Na odwrót, jesli ten wielomian ma (dla danych parametrów S, R, r > O) trzy pierwiastki
rzeczywiste x, y, z, to spelnione sa zwiazki (1) (z których wynika, Ze x, y, z> O) oraz spelnione
sa wszystkie poprzednie równosci, a zatem trójkat o bokach y + z, z + x, x + y ma pole S

i promienie okregów opisanego i wpisanego odpowiednio R i r.

Podstawienie t = z + S/(3r) przeprowadza wielomian P(t) do postaci

(3) Q(z) = z3 + Az - B ,

gdzie

3r4 + l2Rr3 - S2 2S(9r4 - l8Rr3 + S2)

(4) A = ---3-r-2--- , B = ----2-7-r3----·

Z teorii równan szesciennych (Tartaglia-Cardano) wiadomo, ze wielomian (3) ma

trzy pierwiastki rzeczywiste (z uwzglednieniem krotnosci) wtedy i tylko wtedy, gdy
4A3 + 27B2 S O. Dla wspólczynników A, B danych wzorami (4) nierównosc ta jest
równowazna nastepujacej:

S4 + (2r4 _ 20Rr3 - 4R2r2)S2 + (rs + l2Rr7 + 48R2r6 + 64R3,.5) S o.

Parametry R i r sa ustalone (R 2: 2r > O); chcemy wyznaczyc zbiór liczb dodatnich S

spelniajacych otrzymana nierównosc dwukwadratowa. Rutynowe obliczenia prowadza do
odpowiedzi: szukanym zbiorem jest przedzial (S]; S2) o koncach

V 2d3 (R + dHR + r - d)3/2
S] = r 2R2 + 10Rr - r2 - - = -----­

R

V 2d3 (R - dHR + r + d)3/2
S2 = r 2R2 + lORr - r2 + - = ---------

R V2R

gdzie d = YR2 - 2Rr (interpretacja geometryczna liczby d: jest to odleglosc miedzy srodkami
okregów opisanego i wpisanego). W mysl wczesniejszych stwierdzen, znalezione wartosci
S] i S2 sa ekstremalnymi wartosciami pól trójkatów o zadanych promieniach R i r.

[Inna metoda: zbiór trójkatów o zadanych parametrach R i r mozna utozsamiac z pewnym
zwartym podzbiorem przestrzeni euklidesowej, przyjmujac jako zmienne na przyklad dlugosci
boków; zatem wartosc pola, które jest funkcja ciagla owych zmiennych, osiaga na tym zbiorze

minimum oraz maksimum. Jezeli wielomian (2) ma trzy rózne pierwiastki rzeczywiste, to po

niewielkiej zmianie S (w którymkolwiek kierunku) powstaly wielomian takze bedzie mial
trzy pierwiastki rzeczywiste. Stad wniosek, ze dla ekstremalnych wartosci S wielomian (2)

musi miec pierwiastek podwójny. Podstawiajac we wzorach (1) x = z, a nastepnie eliminujac
x i y, dostajemy równanie wiazace R, r i S; nieprzyjemnych rachunków i tak sie nie uniknie.

Otrzymane równanie daje sie rozwiazac wzgledem S; pierwiastkami sa liczby SI i S2,
znalezione powyzej.]
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